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Vorwort zur ersten AuTT 

Die Einrichtung uoaerer beateljeiiden Fach- und FortbiJdunga- 
ihnlen bedingt es, da,fs einem für das praktische Leben so 
ledeutoDgavollen Unterrichtsgegeiistande, wio ibn der Titel diesea 
laches nennt, nur verhältniamäfaig wenig Zeit gewidmet werden 
:ann, und so der Schüler scbliefslich, nachdeca er die Schule 
Bsen, bebafa weiterer Verarbeitung dea in der Schule Gehörten 
Selbstunterricht greifen mufs. 

Dem Schüler bereits in der Schule ein für seinen späteren 
lernf geeigne tea und auch in aeiner weiteren praktischen Thätig- 
iit verwendbares Material zu bieten, ist der Zweclc des vor- 
liegenden Werlcchens. 

Zum Verständnis des in demselben Gebotenen ist die Kenntnis 
cler nur notwendigsten mathematiaehen Geaetze vorauagesetzt 
und aind, um Schüler und Leaer bezüglich der auazuführenden 
Berechnungen zu unterstützen, in direkter Verbindung mit dem 
Bnche die einfachsten Regeln des allgemeinen Buchstabenreehnens 
in elementarer Weise entwickelt. 

Wir hoffen, dafs diese Verbindung vielen Lesern willkommen 
Bein wird,"da dieselbe bei dein Durcharbeiten des Teites und der 
Beispiele ein Nachsehlagen jederzeit gestattet und so die Be- 
strebungen des Einzelnen, schnell vorwärts zu kommen, begünstigt. 
Die in den einzelnen Kapiteln gegebenen Beispiele ent- 
:hen rein praktischen Verhältniaaen und mochten wir, 
da sich ein Mangel gerade in dieser Beziehung oft reclit bemerk- 
lich macht, den Herren Lehrern der Mechanik die vor- 
liegende Arbeit zur Benützung für die Schüler ibrer Lehranstalten 
hiermit empfehlen. 

Dafs der Text des Buches in der neuen Orthographie 

Itzt ist, dürfte, um dasselbe für Schulzweeke geeignet 
aachen, hervorgehoben werden. 
Indem wir das Buch der Öifentliebkeit übergeben, richten 
im die Leser deaaelben die höfliche Bitte, uns auf etwaige 
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f Mängel, auf Fehlendes oder wüDsclienswerte ErweiteruQgen 
geMligst aufmerksam machen, und so unser Bestraben ,^^ in ge- 
nanntem Sinne etwas Brauchbares zu bieten, unterstützen zu 
wollen. Wir werden diesbezügliche Pingeriieige stets mit bestem 
Danke entgegennehmen. 
Berlin, im April 1889. 
Veiofaert und Stolle. 



Vorwort zur zweiten und dritten Aufiage. 
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Dftr schnelle Absatz der ersten und zweiten Auflage des 
vorliegenden Buches ist ein sicherer Beweis dafür, dafs dasselbe 
Fachkreisen eine aufserord entlich günstige Aufnahme ge- 
funden hat. 

Mit dieser neuen Auflage ist eine bedeutende Erweiterung 
verbunden, zu welcher wir durch die vielfachen Anerkennungen 
von Seiten der Herren CoIIegen angeregt wurden. 

Für diese Anerkennungen und aucli für die von Seiten der Herren 
Lehrer uns zahli-eicb zugegangenen VoracMäge, welche wir bei 
der Neubearbeitung fast durchweg verwerten konnten, sagen 
wir an dieser Stelle unseren besten Dank, verbunden mit der 
erneuten Bitte, uns auch in Zukunft durch Anregung und Vor- 
schläge unterstützen zu wollen. 

Die stattgehabte Erweiterung bezieht sich auf mehrere neu 
eingefügte Kapitel, auf die mit den Lösungen versehenen "Übungs- 
beispiele und, dank der Bereitwilligkeit unseres Herrn Verlegers, 
auf den ziemlich kostspieligen Abdruck der im Anhange befind- 
lichen Tabellen. Mit letzteren und den Übungsbeispielen glauben 
wir denjenigen ganz besonders zu dienen, welche das Buch nicht 
nur zu praktischen, sondern auch zu Schulzwecken benützen. 

Berlin, im März 1894, und im Dezember 1897. 

Weickert uud Stolle. 
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Erstes Kapitel. 
Vorbegriffe. 

1. Alles, was man vermehren oder vermindern kann, heifst 
Gröfse. Mau nennt die Lelire, welche sich mit den (jröl'sen 
beschäftigt, Gröfaenlehre oder Mathematik. 

iEinen besonderen Teil der UatLematik bildet die allgemeine 
Arithmetik — Buchs! ab en rech nung- und Algebra — wekhe unter 
Zuhilfenahme einfacher Uröfaenbezeluhnuiigen die Beziehungen, welche 
zwiBcben den gegebenen Oröl'sen Btattfinden, beatimint. 

2, Eine beliebige Gröfse x kann einer anderen beliebigen 
Gröfse y entweder gleich oder ungleich sein. Ist die Gröfse x 
gleich der Gröfse y, ao schreibt man 

X = y (sprich : x gleich y), 
nennt diese Verbindung der beiden GrÖfi^enzeichen x und y 
eine Gleichung, jede der Gröfsen x und y eine Seite der 
Gleichung und das Zeichen (=) da« Gleichheitszeichen. 
Ist die Gröfse x ungleich der Gröfse y, so schreibt man 

X > y (sprich : x gröfaer y) oder 

X <^ y (sprich : x kleiner y). 
nennt diese Verbindung der beiden Gröfsenzeichen x und y 
eine Ungleichung, jede der Gröfsen x und y eine Seite 
der Ungleichung und die Zeichen (» oder «) Ungleich- 
heitszeichen. Besonders zu beachten ist, dafs die Spitze 
des Ungleichheitszeichens stets der kleineren Gröfse zugekehrt 
sein mufs. Ist nicht genau festgestellt, welche der beiden 
Gröfsen die gröfsere ist, so schreibt 

xgy 
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Sollen Gröfsen genau bestimmt werden, so giebt 
sie als Vielfaches einer Einheit. Gröfaen, welche ein und die- 
selbe Einheit haben, werden gleichnnmige oder gleich- 
artige Gröfsen genannt. 

Buchstabengrüfsen sind gleichartig, wenn sie genau aus 
denselben Euclistaben bestehen. Diejenige Zahl, welche angiebt, 
wie oft eine Buchstabengröl'se genommen werden soll, beifat 
Koeffizient. 

So sind z. B. die GröfBen bxy und 8xy gleichartig und 5 und 8- 
Bind ihre Koeffizienten. 36 mn und 9sb Bind nicht gleichartig; die 
Koeffizienten Bind 36 und 9. 

Eeeitzt eine Buchstabengröfse keinen Koeffizienten, so hat- 
man stets die Zahl 1 aU solchen anzunehmen. Der Koeffi- 
zient 1 wird jedoch nie geschrieben und setzt man statt 
1.x kurz x; statt ] . abc kurz abc; statt 1 . (m -(- n — 3p) 
kurz m-j-n — 3p, u. s. w. 

4. Eine Zahl giebt an, wie oft eine angenommene Einheit 
gesetzt werden soll; es ist daher jede Zahl als ein Vielfache» 
der Eins zu betrachten und entstehen somit die natürlichen 
Zahlen, indem man zur Eins noch Eins hinzufügt, zu der so 
erhaltenen Zahl wiederum Eins u. s. w. 

Eine Zahl beifst bestimmt, wenn die Anzahl ihrer 
Einheiten festgestellt istj bestimmte Zahlen werden stets mit 
Ziffern bezeichnet. 

Eine Zahl heilst unbestimmt, wenn die Anzahl ihrer 
Einheiten dahingestellt bleibt; unbestimmte Zahlen werden 
stets mit Buchataben bezeichnet. 

Gewöhnlich beuilUt rnsn die Buchstaben des lateinischen Alphabets; 
die ersten Buchstaben desselben A, B, C .... a, b, c, ... , dienen zur 
Bezeichnung für bekannte, die letzten Buchstaben X, Y, Z . . . . x, y, z . . . , 
zur Bezeichnung für unbekannte tiröfsen. 

5. Bildet man unter Vornahme verschiedener Manipula- 
tionen — Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren, 
Potenzieren, Radizieren u. s. w. - — aus gegebenen Zahlen neue, 
so nennt man das mit Zahlen operieren oder rechnen. 
Nur mit bestimmten Zahlen können alle Rechnungsarten aus- 
geführt werden ; mit unbestimmten Zahlen kann man sie nur 
andeuten, d. h. ein thatsächliches Eechnen, wie es mit Ziffern 
stattfindet, ist mit Buchstaben nicht möglich. 

Das Buchstabenrechnen bietet aber den Vor- 
teil, dafs eine Übersichtlichkeit des gegenseitigen 
Zusammenhanges verschiedener Gröfsen erreicht 
wird, wie sie das Eechnen mit bestimmten Zahlen 
nie zu bieten in der Lage ist. 

6. Als Gröfsenzeichen für Zahlen verwendet man 
allgemein Ziffern und Buchstaben. 



Äul'ser den Gröfsenzeichen sind zum Kechnen noch i 
EechnungB- und Beziehungszeichen erforderlich. 

Als Rechnungszeichen gelten: 
-)- bedeutet plus oder mehr (das Zeichen der Addition); 
— ^ minus od. weniger ( „ „ „ Subtraktion); 

. (einfacher Punkt) bedeutet mal oder multipliziert mit (das 

Zeichen der Multiplikation); 
: und ■ — (Doppelpunkt und Bruchstrich) bedeutet dividiert 
durch (das Zeichen der Division). 
Beispiele: a-|-b sprich: a plus b. 



b dividiert durch i 



r Als Beziehungsz eichen gelten : 

=^ das Gleichheitszeichen und 



^HaIs 

^^^K ^ das Un gleich h ei tszeichen. 

^^^■^Jede geordnete Zusammenstellung von Gröfsen-, Bech- 
^^Hrs- und Beziehungszeichen nennt man eine Formel und 
üffiede Formel als der Ausdruck eines mathematischeD 
Gesetzes zu betrachten. 

7. Das AdditiouB zeichen (-|-) und das Subtraktionszeichen 
( — ■) finden auch noch Verwendung als Vorzeichen, um eine 
den Zahlen besondere Eigenschaft zum Ausdruck zu bringen. 

Man unterscheidet positive und negative Zahlen. 

Positive Zahlen sind solche, denen das Plua-Zeichen 
(-|-), negative Zahlen solche, denen das Minus-Zeichen 
( — ) vorgesetzt ist. So hat z. B. 

-|- a (spr, plus a) ein positives Vorzeichen, ist daher positiv und 
— a (spr. minus a) ein negatives Vorzeichen, ist daher negativ. 

Zahlen, welche kein Vorzeichen besitzen, gelten als posi- 
tive Zahlen und läfst man gewöhnlich, wenn eine positive Zahl 
zu Anfang eines Zahlenausdruckes oder allein steht, das Plus- 
zeichen (-|-) vor derselben weg. 

Positive und negative Zahlen werden entgegengesetzte 
Zahlen genannt; eine Zahl wird entgegengesetzt genommen, 
indem man ihr das entgegengesetzte Vorzeichen gieht. 

Beispiele: Der entgegengesetzte Wert von -|- a ist — a. 

. „^' . + '-. 



+ 3 


,-3. 


— [)x 


,+öx. 


b ist - 


-ii-b. 


li ^ - 


-».Jv\> 



I 

I 



_ 4 — 



f Unter dem abBoluten Wert einer Zahl versteht 1 
die Anzahl ihrer EiDheiten ohne Berücksichtigung des Vof- 
zeicheua der Zahl. 
8. Soll die engere Zusammengehörigkeit mehrerer Zahlen 
zum Ausdruck gebracht werden, so setzt man sie in Klani 
mern. Man unterscheidet: 
{, . .} die geschweifte Klammer, 
[, . ,] die Strich-Klammer und 
(, , .) die Eogeo-Klammer. 
Bei Anwendung mehrerer verschiedener Klammern i 
gleicher Zeit ist die Anordnung stets so zu treffen, dafs die 
geschweifte Klammer zunächst die Strich-Klammer, diese wieder 
die Bogen-Klainmer umfafst. 
Beispiele: a-f b — (a — b). 
7^-[4y-(3y-f 5z)-3x] + 8y. 
-{a-[b + (c-d)-(e + 0:H-gi. 
Sind wie in dem letzten Beispiel mehrere Klammern i 
handen und wünscht man die angedeuteten Rechnungen aus- 
zuführen, so müssen sämtliche Klammern eütfernt, d. h. auf- 
gelöst werden, Manfl beginnt stets mit dem Auflösen der 
inneren, hier also mit dem der Böge n-Klam mern ; es folgt das 
Auflösen der Strich- Klamm er, endlich das der geschweiften 
Klammer. 
^^_ Bei dem Auflösen von Klammern sind folgende beiden 

^^K Hauptregeln besonders zu beachten : 

^^1 a) Steht ein Plus-Zeichen vor der Klammer, 

^^f so bleiben die Vorzeichen der Grröfsen in der 
I Klammer unverändert. 

b) Steht ein Minus-Zeichen vor der Klammer, 
so erhalten die Gröfsen in der Klammer entgegen- 
gesetzte Vorzeichen, 

Eine weitere Berücksichtigung erfahren diese beiden wichtigen 
Regeln bei der Beapreuliung der Gesetüe der Addition und Subl.rsktton, 
1. Beispiel. +|a— [b + (c — d) — (e + f)j -|-gj 
Bogenklammern aufgelöst, folgt: 

Stricbklammer aufgelöst, folgt: 
+ {a-b-c + d + e + f + g( 

Geschweifte Klammer aufgelöst, folgt: 
4_a-b~c+d + e + f + g. 
7x-[4y— C3y-f 5z)-r5y-3z)] 

Bogenklammern aufgelöst, folgt: 
7x — [4y — 3^y^5z — 5y-|-3zj 

Strichklammer aufgelöst, folgt; 
7x — 4y-l-3y + 5z + 5y — 3 z. 




i 



Jban^abelspiele: 

32a + 3b-(5tt+17b); a-f b — C2a— 3b) — f— 13a + ?b), 
a_(b_.Q)_[fl-(b-a)]. 

(2a — 3b) -I- (- 4b ~ 3ft) — (6 a - i bl — (- &b - Sa). 
- (y+ [x - (y - ^ - u)] - Ix ^- y -{z - a)]}. 



I 
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Zweites Kapitel. 
Addition. 



Das mathematische Gesetz der algebraischen Addition 
ät bedingt durcli die Formel: 

a -j- h = c. 
Die Zahlen a und b heifsen Summanden oder Ad- 
. enden, die Zabl c beifst Summe. 

Es ist gleichgültig, in welcher Reibenfolge man die einzelnen 
mnmanden addiert ; man wendet jedoch gern die Heihenfolge des Alpba- 
ets an. So «etzt man an Stelle von 

x+a+c— d— b+e-z 
letB den nach dem Alphabet geordneten gleichen Wert 

a_b-j_.,_d + a + x-z; 
der an Stelle von 

3a — 9xy + I2ac — 2iu + 7 abc den gleichen Wert 
3a + 7abc+iaac — 9xy — üxz. 

10, Die bei der algebraischen Addition zu beachtenden 
legein sind folgende ; 

L. Die Summanden sind gleichartig, d, b. sie besteben 
aus denselben Zahleng rüfsen oder Buchstaben- 
Verbindungen, 
a) Haben die Summanden gleiche Vorzeichen, d. h. sind 
Ue positiv oder alle negativ, so addiert man ihre Koeffizienten, 
iigt der erhaltenen Zabl die gleichartige Buchstaben Verbindung 
inzu und giebt der ao entstandenen Summe dasselbe Vor- 
BJchen . Z. B. 

^■ + 5 + 7 + 2H-3 = + 17. 

^Kj- 2x + 6x+5x = (+2-h6 + 5)x = + l.-!x. 
^^V^ 5yz ~ 3yz — 8yz = — IGyz. 

^d) Haben die Summanden verschiedene Vorzeichen, 
addiert man zunächst alle Gröfsen mit positivem, dann alle 
IrÖfaen mit negativem Vorzeichen für sich, subtrahiert die 
leinere Summe von der gröfseren, und giebt dem Rest das 
Vorzeichen der gröl'sereu Summe. Z. B. 



-3 + 7 — 2 + 4 — 6 = -fJ6 — ll= + 5 = 5. 

'5x — 7x + 9x — 3x + 4x = + 18x— lOx |-8x = 8x. 

— 10y + 2y— I6y + 3y + 9y=-26y + l4y^ I2y. 

B. Die Summanden sind ungleichartig. 

In diesem Falle schreibt man der besseren Übersicht 
wegen die gleichartigen Gröfaen senkrecht unter einander, und 
fährt dann die Addition, wie vorstehend angegeben, aus. 

Sollen z. B. die Gröfsen: 5a — 3h — 4c + 5d +S + a 
+ b — 2d — 6 + ib — c+ 11 — X zu einander addiert werden, 
so schreibt man: i 

5a — 3b — 4c + 5d+ 8 ■ 

a+ b '— 2d— 6 ■ 

+ 4b— c +11— K und erhält ■ 

6a + 2b — 5c + 3d + 13 — K 
als die gesuchte Summe. 
Übnngsbelspiele : 

Oa + 3a + 6a; a + '2b + 4a-j-b + 5b + Rft. 

37m + J,^n-H16p+ 12ii+9p-|-6in- 16k+ lax — 8x — 12i. 

a2x + ny— 14x — tiy-l- 9x — 8y4-V0y. 

3»c — 12ab — 9ab + 7ao + 22ab. 

— 3mn + 5pq + a3it.— Hipq+axy + 6x — 7xy+ 13ab + 30mi 

— 18pq-i-32xy — X. 
^7x-[4y-(3x + 5y)-(9y-6^J] - [Sx - (3x + 4y) + (5. 
-;iy)-(7x-4y)]. 



Drittes Kapitel. 
Subtraktion. 

11. Das mathematische Gesetz der algebraischen Siibtraktioa 
ist bedingt durch die Formel : 

a- — b = c. 

Die Zahl a heifsfc Minuend, die Zahl b heifst Sub- 
trahend und die Zahl c bildet die Differenz od er 
den Rest. 

Gleichartige Gröfsen werden von einander subtrahiert, 
indem man ihre Koeffizienten subtrahiert und zu dem Rest 
die gleichartige Buchstabenverbinduug hinzufügt. Z. B. 
6 m — 3 m = (6 — 3) m = 3 m. 

Die Subtraktion ist richtig ausgeführt, wenn sich bei der 
Addition des Restes zum Subtrahenden der Minuend ergiebt. 




'rj 



Ist 13—7 = 5, so mufs 12 = 5 + 7 sein. 
., a — b = c „ „ a ^ c -f- b „ 
ispielo: 16s — 6x — 9x, tolglicli: 15i — 9x + 6x. 

7abc — 16abc^ — 9abc, folg: 7abc = — üabcl 

+ 16ab 
ö(j+z)-3(r + j)-2(y + z), folg: 5(y + z) | 
= 2(j + z) + 3(y + 4 
Bei der Subtraktion zweier Zahlen kann der Subtrahend 
■entweder kleiner, gleich oder gröfser als der Minuend sein. 

Ist der Subtrahend kleiner al8 der Minuend, so kann die 
Subtraktion ohne weiteres ausgeführt werden. Z, B. 
20—13 = 7 oder 12 ab — 3 ab = 9 ab. 
7 (m -j- n) — 5 (m + n) = 2 (m + n). 
Ist der Subtrahend gleich dem Minuend, so erhält man 
als Kest ,,Null". Man sagt in diesem Falle, die beiden Zahlen 
heben einander auf. Z. B. 

-\-b — = oder 14 xy — Uxy ^ 0. 
20{x + y + z) — 20(x + y + z) = 0. 
Ist der Subtrahend gröfser als der Minuend, so kann die 
Subtraktion nur soweit ausgeführt werden, als die Anzahl der 
Einheiten des Minuenden dies gestattet. Man erhält demnach 
in diesem Falle als Rest eine Zahl, welche nur soviel Ein- 
lieiten hat als der Subtrahend mehr Einheiten wie der Minuend 
besitzt, und welcher noch die Eigenschaft weiterer Subtraktion 
anhaftet. Z. B. 

8 — 14 = - 6 oder 3x — 7x= 4x. 

36(f + g)-40(f+g) = — 4(f + g)- 
Auf diese "Weise entsteht die negative Zahl und mufa 
«ine negative Zahl stets subtrahiert werden, wenn man sie , 
zu einer positiven Zahl addieren will. Z. B. 

+ 6 + C— 3) = 6 — 3 = 3 oder 5z + (- 16zJ = T.z — 16z = — 

(Vgl. Kap. I unt«r 8.) 
13. Soll eine mehrteilige ßröfse — Summe — voD 
■einer einfachen oder einer anderen mehrteiligen Gröfse subtra- 
hiert werden, so mufs die zu subtrahierende mehrteilige Gröfse 
in Klammern gesetzt werden. Z. B. 

X — b subtrahiert von a giebt 
a — (x — b) ^ a — X -|- b. 
6abc-|-9sy — 3n subtrahiert von 12abc — 7xy giebt 
12 abc — 7 xy — (6 abc 4- 9 xy — 3 n) = 12 abc — 7 xy 

— 6 ahc — 9 xy + 3 n = 6 abc — 16 xy + 3 n. 
Es ist aus dem Vorstehenden ersichtlich, dafs es also, um 
an dem Resultat.zu gelangen, nur nötig ist, die Klammern ent- 
sprechend den Angaben Seite 4 unter 8 h) aufzulösen. Hieraus 
«rgiebt sich folgende wichtige Regel: 



Eine Summe wird von einer Zahl oder einer anderen 
Snmme aubtraliiert, indem man jeden einzelnen Summandiin 
Bubtrahiert. Z. B, 

a — (b-fc — d) = a — b — c + d. 1 Vergl. Seite 4 

(a -f b — c) — (d + f) = a -f b — c — d — fj unter 8b. 

"Wie BUB den vorstehenden Beiap[elen hervorgeht, hat man also nur 
den einzelnen Summanden der zu subtrahierenden Summe entgegengesetzte 
Vorzeichen zu geben und dann zu addieren; die Subtraktions aufgäbe iat 
somit in eine Ädditionsaufgahe verwandelt. Praktisch verfahrt man so, 
dafs man die beiden Summen geordnet untereinander achreibt , den 
Summanden der Subtrahenden -Summe entgegengesetzte 
Vorzeichen giebt und die gleichartigen Gröfsen zu einander 



1. 


Beispiel. Minuend 


12 -l:;a - 8x 




Subtrahend 


— 7 oder :i a oder — ITxoder — 




Vorzeichen entgegengesetzt 


^_ .. + ^ 




Best oder Differenl 


19 —16a 9x Ja-I- 


2. 


Beispiel. Minuend 


ria — 7b + 8c — 6d + e 




Subtrahend 


4a — 9b + 8c-:!d +3f-x 




Vorzeichen entgegengesetzt 


-+ - + - + 




Rest oder DiffereiU 


a-|-2b — :id + e — 2f-|-x. 
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Beispiel. _ i ib + :ic-27d-H :[- 5g 




7a+ ;ib-r,c- 8d-l2-|- Tg 




- - + + + - 




-7a-17b-)-8o-19d4-tri— 12g. 


4. 


Beispiel. 3x — (liy — 8z)-[x — (Hy — 4i)] = 




2x- 6y + 8z -[X- :iy-i-4z| = 




2s- 6y + 8z - x-f- .■ly--4z = 




2i- X -6 


y -f;iy+ 8z-4z =x-:ly+Iz. 



Cbnngrsbeispiele; 

a-(-|-b);a-{-b); x + y - (x - y). 

2ab — ^bc — [— 12ab -|-;tOxy + SObu). 

8f.m + H7n — (1.1m— i4nl — (9m — 8n). 

— 4xyz-l-;!xy — (16yz+ 20jcyz — ISsy-j-:!: 

a_{b-o)-[<.-ib-a)]. 

2x-Hz + [Uy-(4x-l-.izJ]-(x-y-z). 




Viertes Kapitel, 
lultiplikation. 

11. Das matbematiache Gesetz der algebraischen Mul 
kation ist bedingt durch die Formel : 
. a . b = c. 
Die Zahl a heilst Multiplikand, die Zahl h 1 
I Multiplikator und die Zahl c bildet das Produkt. 



— - 

Multiplikand und Alultiplikator nmint man auch Fakt 
IteÜBt der Multiplikator auch nocU Eoeffixient, wenn 
(timute, der Multiplikand aber eiue unbestimmte Zahl ist, 
in dem Produkt 5» die Zahl 5 Koeffizient. 

Das Multiplikatiooszeichen — der einfache Punkt {.) - bleiht 
der itegel iwiBchen nnbeatimmten Zahlen weg; man sohreiht also niclit 
a , b oder (a -|- b) , e, sondern kurz a b oder (b -|- b) c. Dagegen mufa der 
Punkt zwiaclien beBtitnmten Zahlen stets stehen, um Ver Wechsel ung-en 
sa vermeiden; es mufa alao, wenn z. ß. 6 mit 7 multipliziert werden soll, 
atehen 6 . 7 und nicht nur bT I 

Sind die Faktoren einfache Gröfsen, so multipliziere man 
zunächst ihre Koeffizienten und füge der erhaltenen Zahl die 
vorhandenen Buchstaben, alphahetiach geordnet, hinzu. Z. B. 
G X multipliziert mit 3 y gieht 6 x . 3 y = 6 . 3 . xy = 18 xy. 
9 ab . 3 ac = y? aabc. 
^^^ 17njn. !3x^= Särnox. 

^^L 30 xz . 7 xy . 2 ab == 420 abxxyz. 

^H 3af .5xz.2abg^30aabfgxz. 

B^ lö. Unter Berücksichtigung der Vorzeichen gelten bei 
dem algebraischen Multiplizieren folgende Gesetze : 
(+a)(+b) = +ab 
(+a)(-b) = -ab 
(- a) (+ b) = - ab 
(— a)(— b) = + ab d. h. 
Das Produkt zweier GrÖi'sen mit gleichen Vorzeichen 
ist positiv, dagegen mit entgegengesetzten Vorzeichen 
negativ. 

Das Produkt beliebig vieler positiver Faktoren, und das einer geraden 
Anzahl neg'ati ver Faktoren ist poaitiv; dag^en das Produkt einer unge- 
raden Aozaiil negativer Faktoren, negativ. 

Beispiele: {— Eia) . 20bc= — lOOabc oder "a .(- IOran) = — TOamn. 
(~ Hb3( — ac)^ aabc oder ( — i)xyz)( — E)m)= ITimxyz. 
l'-a)(-a){-a) = -a»a. 
(— "y) (— xy) (— xy) (— xy) = xxxxyyyy. 
(- aj (+ bj (- c)(4- A) C- e) (- fj = abodef. 
(- xj (+ bJ (- y) (+ n) C- z) = - bnxy/. 
Multipliziert man eine Zahl oder einen Zahlenausdruck überhaupt, 
mit Null. HO iat das Produkt ebentalla Null. Z. B. 

5.0 = 1 oder a. = 0; fiabx. = oder (a + b).0 = a 
16. Besonders zu beachten sind folgende Hauptregeln: 
Eine Summe wird mit einer positiven Zahl multipliziert, 
indem man unter Beibehaltung der Vorzeichen die einzelnen 
Summanden mit dieser Zahl multipbziert und die so erhaltenen 
Produkte addiert. 
Beispiele: (a -f- b — c) d = ad -(- bd — cti. 

(öa+ 3 b — 3c) 4d = 20ad + 12bd — 12cd. 



Ferner ^^H 
be- ^H 
B. ^^1 

«leiht in ^| 



I 



2xy ^ yz -[- n {b — c -f- xJ = 2xy — yz -^- bn 
— cn -f- nx. 



w 
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Ist die Zahl, mit welcher eine Sumnie zu multiplizieren 
ist, eine negative Zahl, so sind die Vorzeichen der einzelnen 
Summanden bei der Multiplikation in die entgegengesetzten zu 

I verwandeln. Ist z, B. (a -[- b — c) zu raaltipHzieren mit (^ d), ^ 

^^H so ist zu schreiben: ^H 

^m (a + b^c)C~d) = a(-d) + b(-d) + (-c)(-d)^« 
^V => — ad — bd -t- cd. ^^M 

^^ (4xy + 3yz — 9xz) (— 2ab} = — 8abxy — 6abyz + IRafiBF 
Eine Summe wird mit einer anderen Summe multipliziert, 
indern man jeden Summanden der einen Summe mit jedem 
Summanden der anderen Summe multipliziert und die so er- 
haltenen Produkte addiert. 

Ergeben sich hierbei gleichartige Giöfaen, so werden dicBelben 
zusammengefarst. 

1. Beispiel, (a + b — c) soll mit (d — e) multipliziert wer- 
den. Man multipliziere zunächst |'a-(-b — a) mit d, bo erhält nitn 
(a + h — cj d = ad + hd — cd. Nun multipliziere man (a + b — c) mit 
I (— e) = — ae — be + ce. Addiert man die erlmltenen Produkte und 

»schreibt man der besseren Übersicht wegen daa Ganze in Form einer 
Gleichnng, bo folgt; 
(a-j-b~oHd — e)=ad + bd— cd — ae — be + ce. 
2. Beispiel, 
(3a + 5b — Sc)(— 3x + 4yz + l) = — 9ax— l5bx + ecK+12aj'z + 20bya 
— t!cyz + 3a + 5b — äc. 

3. Beispiel. 

(7 a — 2b — 9K3a— llh) = 3iaa — Eab — -iTa — 77ab + a3bb + >(9b 
= 21 aa — 8:iab — 37a 4- aabb + 99b. 

4. Beispiel. 
■<a + b + ü) (a + b — c) = aa + ab + ae + ab + bb + bc — ae — bc — ce 

= aa-(-2ab + bb-cc. 
Vbnapibei spiele: 

3a (4a -(- t,b) — 6b (Ta — 9b) ; (x — y) (0 + d). 
(9s-lly)ri3x~7y> 
(2mn-3)(4aii + bm-7). 
(4 ab + 9ac + 12 bc) (2 ab -I- 3ac — 6 bc). 
(;2a + 7b)(9a-5b) — (6a — 4b)(2a+]lbl. 
(4x-2y)(3x-6=J(7x + 8). 
t2ab + abo — 6ca) (5ab — 2bo) (4ab — bc). 
(12xyz — 3 mn) (6x — 2z) (3 xy — 5 tim + 7). 
17. Ebenso oft als der Fall eintritt, eine mehrteilige Gröfsß 
mit einer anderen zu multiplizieren, kommt der umgekehrte 
Fall vor: eine mehrteilige Gröl'se in Faktoren zu zerlegen. 
Haben mehrere Produkte einen oder mehrere Faktoren 
.gemeinschaftlich, so kann man diesen resp. diese als gemein- 
schaftlichen Faktor herausschreiben, 

1. Beispiel. Gegeben; ab-fao; der gemeinschaftliche Faktor 
soll herauagesch rieben werden. — Die Produkte ab und ac sind beide 
positiv und xu addieren ; sie haben a als Faktor gemeinsam, a muCa 
demnach herausgeschrieben werden. Dies geschieht, indem man b und c, 
verbunden durch das Additionazeichen, in eine Klammer »setüt, welche 
a als Faktor erhält, d. h. 

ab + ac ^ a (b 4- o). 



i 
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Die Richtigkeit ist sofort erwiesen, wenn mm die rechte Seite der \ 
so entatiindeiien G-Ieicbung- aasmultipliziert. 

2. Beispiel. 6a + 12 ab — 54acx = Cla(l -l-2b — 9ck). 

xz yz z , 

Ist dss erste mehrerer Produkte, nus denen ein gemeinschaftlicher 
Faktor herauBgeschrieben werden »nll, mit einem Minuszeichen behaftet, 
Bo setze man nauh diesem Minuszeichen Kunächst eine Klammer, in weiche 
dann alle Produkte des gemeinschaftlichen Faktors mit entgegen- 
ges etztem Vorzeichen aufzunehmen sind. Au9 dem auf diese Weise 
entstandenen Klammerwert ist dann erst der gerne i nach aftliohe Faktor 
herauszuschreiben, Z. B, 

X — yz — ya + yb == X — (yz + ya — yb) = X - - y (z 4- a — b). 

Mnllipliziert man jetzt den Ausdruck x ■ — y (z -|- a ■ ■ b) aus, so ist 
die Richtigkeit auch hier sofort erwiesen. 

3. Beispiel. 

5ax — 3by + 6bz = Dax — (3by — 6bz) = 5ax — 3b(y — 2z). 
m — na — iib -|- nc ^ m ^ (na -|- nb — ac) = m — n (a -j- b — c). 
fibnogsbeiApiele: 

• 7a + 7b; ax — bx + cx — dx; abx + aby — abz. 
25 xy + 30mn — 4r.ab ; a (b + cj + d (b + c) =(a -f- d) (b + c). 
a(x-y)-b(x-y); Cx + y) (a + 2b} + (s + yKSa + 5b). 
7ft+1Sxy + 27xz^78 + 9x{2y + 3z); i2ra - IJab -l-2iao. 
24 ap — 36 aq — 35 rx — 4ary. 

ac -I- ad + bc + bd = a (c + d) + b (c + d) = {a + b) {c + d). 
pr — ps — qr-|-qs; ^ax + Sbx — 2ay — .'fby. 
u -{- ex — cj + dx — dy -f *x — sy. , 

18. Sehr häufig tritt der Fall ein, dafs sich in einem Produkt 
ein und dieselbe Zahl mehreremale als Faktor befindet, d. b. 
mehre rem ale mit sich selbst multipliziert werden soll. So 
erscheint z. B. in dem Zahlen ausd ruck 6 a a a b b die Zahl a 
dreimal und die Zahl b zweimal als Faktor. 

Der Kürze und besseren Übersicht wegen bringt man die 
■wiederholte >[ultiplikation einer Zahl mit sich selbst dadurch 
zum Ausdruck, dafs man die Zahl nur einmal schreibt und 
sie oben rechts mit einer anderen, gewöhnlich etwas kleiner 
geschriebenen Zahl versieht, welche angiebt, wie oft die erstere 
2ahl mit eich seihst zu multiplizieren ist. Soll demnach a 
fünfmal als Faktor gesetzt werden, so schreibt man 
nicht a.a.a.a.a sondern kurz a*. 

Umgekehrt bedeutet natürlich a* soviel als a . a . a . a. 

19. Der Ausdruck s" zeigt allgemein an, dafs die Zahl x 
□-mal als Paktor zu setzen ist. Man nennt den Ausdruck 
x" eine Potenz der Zahl x und sagt, man potenziere 
X mit n, oder, man habe x zur n-ten Potenz erhoben. Für 
x" sagt man auch kurz: .v hoch n. 

Die Zahl x, welclie potenziert wird, heifst Grundzahl 
oder Basis; die Zahl n, mit welcher man potenziert, Ex- 
ponent der Potenz. 
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Grundzahl kann jeder beliebige Zahlenausdruck sein; als 
mehrteilige Gröfae ist derselbe jedoch stets in Klammern 
zu setzen. Soll z. B. von a-^-b-j-c die zweite Potenz ge- 
bildet werden, so schreibt man (a-f-b -j-c)-. 

Die zweite Potenz einer Zahl nennt man deren Quadrat, 
die dritte Potenz deren Kubus. 

20. Folgende wichtigen Formeln müssen gut eingeprägt 
werden, da namentlich die unter 1) und 3) angefiibrten für das 
praktische Ausziehen der Quadrat- und Kubik- Wurzel von 
besonderer Wichtigkeit sind : 

1) (a-^-b)^ = a^ + 2ab + b^ 
I 2) (a — bf = a- — 2ab-fb'. 

f 3) (a + b)' = a" + 3a*b + 3ab- + h". 

4) {a — bf = a' — 3a% + 3ab- — b«. 

5) a^ — b* = (a + b) (a — h). 

In Worten würde man die reohle Seite der Gleichung unter -i) 
folgendermafsen ausdrücken: a zur dritten, minus H a Quadrat mal b, pluB 
3a mal b Quadrat, minua b zur Dritten. 

Die Bi'ilitigkeit der z. B. unter 2) gegebenen Torrael wird folgender- 
marsen durch Rechnung bewiesen: 

(a — b)= = ra - b) (a — h) = BS - ah — ab + bb 
= a' — 2ab-]- b'. 
Auf dieselbe Weise sind die anderen Formeln leicht auf ihre Richtigkeit 
KU prüfen. 
i)bniiggbeigpit(le: 

(x + y3-;(m + n)(m-n); (2a + 5b)= = 4a= + aOah + 25b-^ 

(7a-9b)'; (m + l)«; (5x + 3y)' + Cix- 4y)«. 

(2x + 3y)(3x-ay); (5a-7b){5a + 7b). 

(3a + Öb)« + (4a+6b)' — (5a— 10b)'. 

(i + y)'i (m-n)'; (p + l^; (2x-3y)'i (-lab f ^bc)-. 




Fünftes Kapitel, 
Division. 

31. Das mathematische Gesetz der algebraischen Division 
jist bedingt durch die Formel: 



Die Zahl a heifst Dividend, die Zahl b heifst Divisor 
ind die Zahl c bildet den Quotienten. 

Die Division ist richtig ausgeführt, wenn Quotient und 
I Divisor mit einander multipliziert den Dividenden als Produkt 
•■ergeben. 



8a = 2 . 4a; oder|^^^i§ = 2, denn ff(a + b) = 2 . 3(a -\- b). 
ö(& -\- oj 

ää. Bezüglicb der Vorzeichen gelten bei der Division die 
bereits bei der Multiplikution unter 15, Seite 9 gegebenen 
Gesetze: 

Der Quotient zweier Gröfsen mit gleichen Vorzeichen 
ist positiv, dagegen mit entgegengesetzten Vorzeichen 
negativ, d. b. 

+_. _^, 



23. Eine eigentliche Division, vi-ie sie mit bestimmten Zahlen 
auBgefühtt werden kann, ist mit Bucbstabenauadrücken — f 
lange der Dividend nicht ein Produkt des Divisors ist, und v^enn 
von den Koeffizienten abgesehen wird — nicht möglieb. Die 
Division kann nur angedeutet werden und sclireibt man die bei 
der Division in Betracht zu ziehenden Gröfsenausdrücke ge- 
wöhnlich in Bruchtürm. Soll z. B. die Division von a — b durch 



a-j-b angedeutet werden su schreibt i 



a + b 



; ist die 



.ab. 



Division praktisch auszuführen, so wendet man folgende 
Schreibweise an : ( a — b) : (a 4- b), liest aber in beiden Fällen : 
a— b dividiert durch a -|- b. 

24. Ist der Dividend gleich dem Divisor, so heben sich 
die in denselben enthaltenen Zablenausdrücke gegen einander ^ 
nnd wird hier der Quotient stets = 1 . Z. B. 

J=l, denn 7=1.7; \ = 
7 ab 

ab (x + y) _ ^ 

ab(x + y) " Y + y + z — a 
Ist der Dividend ein Vielfaches des Divisors. 
Division auch ohne weiteres möglich und geht die 
ohne Kest auf Haben hierbei Dividend und Div' 
gemeinschaftlich, so heben sich diese gegenseiti 

12 

^=3, denn 12 — 4.3. 

- ^ a, denn ac *= c . a == ac. 



= I, denn ab = 

+ y + z — ^ 




-TT 



lÖftX 



denn 4.3ftb = 13ab. 



2mDX 



I X, denn 5 x . i 
2 . 16xyy 



a = loa: 



i=m + n. 



_4xy 
;immiix 3id' 12yx 3i ' 
ab _ b ( m + n) (p — q) ^ 
6a 6 ' p^q 

ab (f + g) a x^y_+z)^y + z 
2b(f+g) = 2' lO-*) y-2" 

— 16a 2a Bfron _ 4n 

^8b ~ ~b' — 2fgm g ' 

— 12abcde _3be 36aabbcfg _ 

Häcd 



_4abf 1 



' ^ 27 abccghk 
Öiiul Dividend und Divisor so bescliaffen, dafs die DivisioD 
Inirlit uhiid Ht-Ht möglich ist. so wird der Quotient eine Zahl, 
Welcher tiotli die Eigenschaft weiterer Division anhaftet. 

Eine milche Zahl heifet ein Bruch oder eine ge- 
llrochenti ZhIiI. 

Boi dem Kcclmen mit algebraischen Brüchen gelten di&- 
iclben Kegeln wio bei dem Rechnen mit gewöhnlichen Brüchen. 
(Siehe Seite 17 unter 2(i.) 

25. Folgendo wichtigen Regeln sind besonders zu beachten: 

L Ist der Dividend eine algebraische Summe, der Divisor 

I «int! ganze Zahl, so führt man die Division aus, indem man 

"jeden einzelnen Summanden durch diese Zahl dividiert und die 

80 erhaltenen t^uotienten, entsprechend den Vorzeichen der 

einzelnen Summanden, zu einander addiert. Z. B. 



3 






zJl. 



ab -|- ac — ad ab , a 
a ft ^ I 



a-j-b — c-j-d 



f-i-f-r f -f- 



= b + c — d. 
a , b c 



^a + b-4-c — d_— a -|-b -fc — d_a b 

— n — n ' — n~t"— n"*"— n n n 

8axy + 10ax _8axy lOax^Sy . 

öax 5ax "•" 5ax 5 "•" *^ ^~^ 

j2acfg — 4 afg-|-6 fgh ^ 12ac% _ 4^g ^h 

4ab% 4abfg 4abfg~^4abfg 

^3c_l^ bh_ 
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Ist der Dividend eine algebraische Summe und der Divisoi 
Bleichen, so kann mao zweierlei Wege eiüBchlagen; 
f a) Den der Paktorenzerlegung. 
t Hierbei vereinfacht man die Zahlenauadrücke im Divi- 
jQen und im Divisor dadurch, dai's man nach dem auf 
10 unter 17) angegebenen Verfahren gemeinschaftliche 
Ittoren herauaschreibt. Haben Dividend und Divisor gleiche 
bktoren, so heben sich dieselben gegenseitig. Z. 6. 
9a — 9b 9(a— b) '9 ,, 



1 



3a — 3b' 
ab -^ ac _ 
fb + R* 



■ 3(« — b)- 3 

a(b + c) a 

f(b + c) f 
a(x — 1) X — ■ 1 

- a(l— y) ~ 1^^- 

a(a + l ) a^ 

Cl + a){l — a) 1 — a- 
n _ n(l— n) _ J^ 
ann 3an(l — n) 3 a' 



lüac — r.bo' 
L Ijao + lObc 



9 bcz — üz ■ 
-9ad+ iribd 
— 2c- ?!d~- 



iL'adf+lSbdf— iOcdr 



DiesB Methode erfordert jedoch sehr viel Übung und lassen aieh 
allgemeine Regeln für dieselbe nur schwer geben. 

b) Den der Partial-Division. 

Hierbei verfährt man allgemein — genjtu wie bei natür- 
lichen Zahlen — folgendermafsen : Mau ordnet die Glieder 
des Dividenden und des Divisors in alphabetischer Reihenfolge 
und dividiert das erste Glied des Dividenden durch das erste 
Glied des Divisors ; das erhaltene Resultat bildet das erste 
Glied des Quotienten. Mit diesem multipliziert man den ganzen 
Divisorund subtrahiert das so erhaltene Produkt vom Dividenden, 
Zu dem entstandenen Rest nimmt man von der Dividenden- 
Summe neue Glieder herunter, und dividiert nun wieder mit 
dem ersten Gliede des Divisors in das erste Glied des Restes; 
das erhaltene Resultat bildet das zweite Glied des Quotienten. 
So lange noch Glieder aus der Dividenden-Summe herunter- 
genommen werden können, ist das Verfahren in gleichem Sinne 
fortzusetzen. 

B Methode iat die leichtere und auch ain meisten B.iv%e"«B.TiÄJ,s;. 



1. Beiapie 

2. Beispie 

(U«if-2llif 

14 Bf 


Dividend. Divis, (Quotient. ^^ 
1. (.ac-bc-f-ad-bd_);(a-b)-c + d. H 

ac — bc Subtrahend ^H 

— -f Vorzeichen umgekehrt ^| 

. +ad - bd Beat oder neuer DiWdoim 
8d - hd Subtrahend ^1 
— + Vorzeichen umgekehrt 




1. . . E.... 

+ 7of+6i^-9lg + 3og):(7f+ 3g) = ■->!- 3b + «. 

+ 6Bg 




„ -'ilbf + Tcf „ _ilbg-^-:lcg j 
-31bt . -9bg ' 
+ + 1 




, +7cf „ +acg 1 

+ 7 et +:3og 




3. Beispiel.*}" 

(4xxK+ 4xs — 29x + yi) : (9x — 3) = 2xx + 5x — 7. 
- + 




^ 


■ 10xx-15s 1 
- + J 


4. Beispi 


, -14x + -'l 




ein (eW)"- bc-ec + l)xi:(3b + c) = 5b-c. ^| 

' 6bb + 2bD H 




— 3bo — cc-f-bx ^H 
-3bo-oi. H 

+ +„,,. ■ 





, Reat + bx, 
Die Division geht hier nicht auf, der Rest bx wäre demnach ^ 
durch (äb + c) zu dividieren. Bricht man die Division hier ab, hq 
Best und Divisor in Bruchform dem bis jetzt erhaltenen Quoli< 
(3b — c) anzuhängen und heifst letzterer nunmehr: 
Ol , '•'' 

S^-^ + iTb-H^-c- 

5. Beispiel.*) 1 : (I -Tj) = i +b + bb +bbb+ 

'l— b =i + b + b' + b'+.... 



- bb — bbb 

+ 




-f- bbb u. s, w. bis ins Unendlia 
- •) Die in diesen Beispielen erscheinenden Poteni^en sind der grÖ 
'"^keit wegen als einzelne Faktoren geschrieben. 
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&a sieht, wird hier die Division nie nufgeben, man 
demnach dieselbe unendlich weit nnd lange fortsetaen, 
fjbiiDgsbelsplele: 

(ao + hc + ad + bd) : (a + bl; (Ba + 2ab + lib — co): (a + b). 

( 12 mm — fi 1 mn — 2-i mp + M nn + 48np) : (S m — li n). 

(:}haa + 24ab-lf^ac-|- + bb — Öbc);(r)a + 3b);(™[ + yyy);Cj:+y). 

(2aa + r,ab — 2bb-f 9ao + 9bc + 9co):{2a + b + .lo). 

(xK - yy - 2yz — zz) : (k — y — z). 

(60abh-f llTisaa— 8bbb— J50Bab):(fia — 2b). 
26. Ist man gezwungen mit algebraischen Brüchen zu 
rechnen — eine in der Praxis sehr oft auftretende Not- 
wendigkeit — so verfahre man genau nach den für das Rechnen 
mit gewöhnlichen Brüchen aufgestellten Grund 
regeln, .jedoch unter Beriicksiclitigung der Vor 
zeichen. {Vergl. Seite 9 und 13 unter ]5 und 22.) 

Ein einfacher algebraischer Bruch hat die Form: r-oderr- , 



} 



, zusammengesetzter , 



a+b 



und 



eine gemischte algebraische Zahl r >■ ■■ a ~r -r- 
(in welchem letzten Falle a stets eine gaoze Zahl sein muCs). 

Die wichtigsten Regeln sind folgende: 

In einem Bruche kann man Zähler und Nenner mit ein 
und derselben Zahl multiplizieren oder durch ein und dieS' 
Zahl dividieren, ohne dafs sich der Wert des Bruches ändert, Z. B. 



5 Ö.3 15, 
« 8.3 24 ■ 


,27 27:3 ¥ 9 


b ~ b.m 


"■»"■b-FTI-T- 


+ n (m + n)x 


a + b (, + b):(>:-y) 


— m (ii — m) X 


f-g (f~B):(J~y) 



Im ersten Falle sagt man, man erweitere, im zweiten 
Falle, man kürze den Bruch. 

Ein Bruch, dessen Zähler und Nenner wieder Brüche sind, 
beifst ein Doppelbruch. (Siehe obige Beispiele.) 

Brüche sind entweder gleichnamig oder ungleich- 
namig. Sie sind gleichnamig, wenn sie ein und denselben 
Nenner haben; ungleichnamig, wenn dies nicht der Fall ist. 

Gleichnamige Brüche sind z. B. 
3 ,17a cmo pq fg x — y- 

;^ und jrjr; T- und ^; — und ^^; — ^- i-^l ^^ 

20 20 b b ' xy xy 

Ungleichnamige Brüche sind; 

Weiokeit ii. »tDlls. HuDhioenreobiiBD. 



' mi z 
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- and - 



- Dod 



pq 



b ™ c ' s + J 

Cagjeiclmattige Brüche mässCD, ehe man mit denselben 
leAmtm ksm, gleicfaBtmig gemacht werden. 

Daf^eidnange Brüche werden gleichnamig gemacht, 
iaiem nu ifaren Haupt- oder Generalnenner feststellt. 
Abdaan diridiat maa mit dem Xeoner jedes dnzelnen Bniches 
IS dieaeo GeDeralneDner, ond multipliziert mit dem so er^ 
faattenen QootieBten den zu dem betreffenden Nenner gehören- 
des Zähler. Die erhaltenen Produkte bilden dann die Zähler 
der ^eidnuunig gemachten Brüclie, deren gemeinschaftlicba 
Xeniier imn der General-Neimer wird. 

VaUe dm OeneralneDiier Tentebt man im BllgemeüieD diejeoüe 
kleiaate ZaU, in welcher alle Senner gleichnamig ta machender Broija 
tAae fieM enthaltea lind. 

Bind X. B. •)■ NeoDer die Zahlen :> ood ? gegeben, so ist der General- 
iMnlMr= -ifi, dem) f> und 7 geben bei der l>i?iiion in ^fi ohne Reat bdI 
Bind die Z^Ien 1, 6 aad 20 aü Nenner gegeben, ao iat 60 der General- 
aamer, al« klejnile ZM, in welcher 4, 6 and 20 ohne Rest eathaJt«n 
nad. Fär die Nenner .'{, 9, 7 ond 14 ist als kleintte Zahl 126 dar 
Oeoeralnenner o. a. w 

Bei Bucbstafaengrdrten, weluhe als Senner gleichnamig zu machen 
•jnd, irt genau ebento die kleinste Zahl za suchea, in welcher alle Senner 
ohne Keal enthaltea sind. Für die Nenner a und b ist a b und für die 
Kenner a, b tind e ist abc der Generalnenner. Die Gröfsen ab, a c, ad 
ond ae haben die Zahl abcde ab Generalnenner, denn sie sind alle ohne 
E«ft in der ZabI abcde enthalten u. g. w. 

1. Beispiel. Die Brüche „ und ttj sollen gleichnamig gemacht 
werden, -- Der Generalnenner ist =' H6; dividiert man mit dem Nenner 9 
de« ernten Bmches in den Generalnenner, so erliSIt man als Quotienten 



7, SS I. HuUipliziert 
(rhalleiie FrcHlukt 4 . 
5 
Blelle dea Bmcfaea q den Bmcb 



mit 4 den Zähler f. 



und setzt man unter da« 
10 erhält man an 
mit dem Eweitan 



Verfährt 

7 " '" 21 

firuoh Tn ^of gleiche Weiae, so erhält man an dessen Stelle den Bruob ==. 

Die Brüche ^ und jj, ergeben glfiichnamig gemacht somit die Wert« 
20 , 21 

2. Beispiel. Die Brüche 7- uud ^ sollen gleichnamig gemacht 
werden. — Der Generalnenner ist = bd; dividiert man mit dem Nennerb 
de» er«ten Bruchea in d<en General-Nenner, so erhält man als Quotienten d. 
Multipliziert man mit d den ZähSer a und setzt man unter das erhaltene 
Produkt ad den üeneraliienner bd, so erhält man an Stelle des Bruches 
ad c 

Bruch f -j. Verfährt man mit dem zweiten Bi-uch -7 auf gleiche 



I 


1 


r 
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— 




\ 


w 


■R 


alt man 


bc 
an dessen Stelle den Bruch r-,. Die 


Brüche 1 


ma-| 


ergebe 


ad 
tt gleichnamig gemacht somit die Werte cä und 


bc 
bd' 


3 


Bei 


piel. DieBrüchep j. 


e g 
1- h 


sind gleichnamig 


u machen. 


üenera 


netiDe 


= bdfh 
adfh 


FolgUeh wird: 
c cbfh e 


ebdh 


, « gbif 






b 


- bdih 


d-bdffi; f = 


bdfh 


""^h-bdfh' 





y ' 



;^B 






' ab 

f 



f)f 



cd' 



"''"^w'm""'^c 



"7y' 4b( 
b ,^a + 7b \'> 
Eine gemisclite Zahl wird 



J-— nnt 
■ 3b 



' 4bcd' 2 heg 
Hy — 5 x 

1-iy ■ 



einen gewölinlicheu Bruch 
verwandelt, indem man die ganze Zahl mit dem Nenner des zuge- 
hörigen Bruches multipliziert, die so erhaltene Zahl zu dem 
Zähler des Bruches addiert und das Ganze durch den Nenner 
des Bruches dividiert. 



»+?+(; 



— b xc — (a- — b) 



a -|- b -|- ex 



b — c~ b- 

Cbnogsbelsplele: Ea sind in gewöhnliche Bräche r 

„ xx + 2xy + yy (a-b)' ,. , , (a + b 



bx -[- by — ex ^ cy -|- a 



4 ab 



X— y — 



b + c 



a-b + c 



Gleichnamige Brüche werden allgemein addiert oder 
subtrahiert, indem mau ihre Zähler addiert oder subtrahiert 
und der erhaltenen Zahl den gemeinschaftlichen Nenner unter- 
achreibt. Z. B. 



18 



18 



18 



18' 



= 5. 



♦) Bei den aus bestimmten Zahlen gebildeten gemischten Zahlen 

VilBt man das Additionszeicheii zwischen der ganzen Zahl und dem Bruch 
gewöhnlich weg; schreibt also nicht 3 -j" ii aondetn Btel% '^^\», 



— 20 — 

a j^ b »4"^. ^ ^ ^ — ^ 

c c c ' c c c * 

5 4 5 — 4 1 16ab , b + c J6ab + b+c 
z z z z ' 8 xy "^ 8 xy 8 xy 

CbDiiysbehipiele : 

6a ijj^ 17m i:\m 2lTn 19m 



11 X ' 11 X» 20y 20y ' 20y 20y' 

2 m + f) n 7 m — 9n 1 1 m - 8 n a + b a — b 

ac ' ac ' ac ' J y 4 y r + s r + s 

Ungleichnamige Brüche werden allgemein addiert odei 
subtrahiert, indem man sie gleichnamig macht und dann wi( 
gleichnamige Brüche addiert oder subtrahiert. Z. B. 

3,5^24,35^ 24 + Sf) ^59 , 

7 """8 56 "^56 56 56 "" ^* 

5 _ 7 ^0__ 7 _ 3 ^ 1_ 

6 12"" 12 12 12 4* 

a j^ c ad ^^ bc ad -)- bc 

b "•" d ^ bd"*" bd "" "~bd"~' 

X , X + y ^ nxz , (x + y) y ^ nxz + y (x + y) 

y ~ nz nyz ' nyz nyz 

9a + 5b _ 6a — 3 b ^ 3 ( 9 a -f 5 b) _ 5 (6a — 3b) 

5 3" 15 " 15 

_ 3(9a + 5b) — 5(6a — 3b) ^ 27a + 15b — 30a+j l5j 

15 l5 ^ 

— 3a4-30b ^ 3(--a+ lOb) ^ — a + lQb 
=15 "15 " ' * 5 

X _ x + y ^ xab _ yjx -|- y) ^ abx — xy — ^ 
y ab yab yab aby 

^ x (ab — y) — y ^ 
aby 
Übnngsbeispiele: 

11 1 1 1 ^O-^^-U- ® 

xTy' ^ — cd' ä~b'^c' b"^d~r 
i;U — 5b 7a — 2 b ;ia 17x — 4y Hy — bx^ iL J-? 
4 6 TT ' ^TlT i3"y ' pq q 

a , b c 8a + 2b 5bd — 2a— -id x , y 



xyz yzz' c 4 cd 'a — bc 

6a + 8b 5b _1 1 ?i+_5 • » 



4a ^2a — 6b' x + y^x — y' «,_>q^ «.-^-V 



5B + 71) 


■ia + ab 


7x 


J^V 


aa + 3b 


&a— 7b 


iav 


+rx 


3xx-3s 


■fl_2xx 


±A. 


-4 



65 xj 

4 

3x - 6~ 
Brüche werden mit einander multipliziert, indem mani 
|.^hlBr mit Zähler und Nenner mit Nenner multipliziert. Z, B, 
ö ^_öj_3_]5. Ö ^ 18 
8'Ö~8.8~64' 7 '11 ^77' 

a c _^ ac ab e abe 

b ' d bd ' c ' f g cfg ' 
7abc 16mnx_ 7 . le.abcmnx 4bcx 
^ bmo ' 14ayz 6.14ranayz 3yz ' 

ÜbBugsbelspIele : 

1 6x ^ 8mn lüiox _ 2ax ,^ 35abc ICgra '24 b 4y 5by 
x' z 'Sx' xy ■ ÖBC ' 3 ■9bc'H6pqr"35acd':2&b';-ix'6ax" 
/-3 ab _ Tbc 12ed\ 80xx / '4a + 5b _ -la-öb-i 9a — 4b 
V4k 4y + 5» /'63abcd' \d«-yb 3a + :Jb/ ' 16a — 251 

V3b 4a/ Mb^aa^ Vtib 8s/ V2b Ha/ 

(rr^ + O t^,-")^ (.^,+0 fe-> 

Soll ein Bruch durch einen anderen Bruch dividiert werden, 
so kehre man den Divisorbruch um und multipliziere die 
beiden Bruche. Z. B. 

ö ■ 9 5 " 7 5.7 i-if}" 
a G a d ^ ad 
b ' d b ' c bc' 

öax 7pq 5ax llra ööarsx 

- 9bj " flrs ^ 9b^ ■ Tpq "ÖSb^y" 

^^r ex + b d cdx -}- bd 

P c ' bd — X bcd — ex' 

I Übnngi 

l 



llbmigHbeispiele: 

26xyB 39xyz IHabbc 30xyyz 
' 3bo ' 45pqr ' 4üpqr ' SÖxxy ' b2bcoii' 
5.b(m-n).10.x(m^-^ /Sx 9uyi5« 
■■■— ■ ■ '^-^""~i6'J-32a 



6xy(m 



n)-3ty(n + 
n + n + p' a-x 






(5 abo 40 xpr'V 5 abcxp 



■i5bqr • 



Ein Bruch wird mit einer ganzen Zahl multipliziert resp. 



I 



■"'"-■i"f?^^T)-""^~''"(S'y + ''i^-X')- 



t durch eiiie ganze Zahl dividiert, indem man den Zähler i 
tüenner mit dieser Zahl multipliziert. Z, B. 

A ^ = ^-^ = ?2 13 13 ^13 

11 "ii 11' 30 30. 5 150" 

a ac , a a 

r . c = T- «nd v : c = T— ■ 
b b b bc 

„ , 7pq 3 abc . 7 pq __ 3 ■ 7 abcpq 7 p^ 

^* • 9^ ~ ~9äbc 9 abc ~ ~3'' 

X — y (x — y)(x-|-y) x — y 

CbungsbelNptele: 

15i:yz J_ 32 ab 

__. ,nrR.^ n.—- 

-. - :2abc; -r : gaabs; —^ : — '-- ; (bk; , r -, 

27. Zerlegt man eine Zahl oder einen Zahlenausdruck 
■in mehrere gleiche Paktoren, so bezeichnet man das hierbei 
einzuschlagende Verfahren ndt dem Ausdruck Wurzelaus- 
ziehen oder Hadizieren und nennt den gesuchten Faktor 
"Wurzel. Zerlegt man eine Zahl in 2, 3 oder mehr gleiche 
Faktoren, so erhält man entsprechend die 2", 3'* oder eine 
noch höhere Wurzel. 

Das Zeuhen V (verzogenes r von dem lateinischen radix = Wurzel) 
heifst das Wurzelzeichen unä erstreckt sich der horizontale Strien 
deSBelben stets ganz über den zu radizierenden Zahlenausdruck. Bis 
winkelartige Öühung im senkrechten Teil des Wurzelzeichens dient zur 
Aufnahme der Zahl — des Exponenten — die angiebt, welche Wurzel 
aus der unter dem ganzen Zeichen stehenden Zahl gezogen werden sali. 
Die zweite Wurzel aas einer Zahl a nennt man Quadratwursel und 
schreibt dieselbe kurz Va d. h. ohne ExponentPii. Die dritte Wnriel 
heifst Kubik-Wurzel. 

Demnach bedeutet Yu die 3te Wurzel aus der Zahl Ü4, d. h. die 
[ Zahl 4, welche dreimal als Faktor gesetzt die Zahl 64 ergiebt, denn 
• ist 4.4.4 = 16.4 = 1)4. 

Allgemein gelten folgende Begriffe: 

Aus einer Zahl a die n^ Wurzel ^= (l^~ä) ziehen — oder 
, was dasselbe ist: eine Zahl a durch eine Zahl n radizieren 

- heifst, eine Zahl x suchen, welche mit n potenziert 
[ die Zahl a ergiebt. Z. B. 




Ist ]4 ^ X, so mufs x" = a sein. 
„ V'l2ä = 5 „ „ 5^ = 125 „ . 
„ V'ie~=2 „ „ 'J* = 16 „ . 



wieder 1 



-^ 53 - 

Die zu radizierende Zahl a heilst Radikand, die Zahl 1 
n heifst Wurzelexponent und die Zahl x bildet die, ' 
Wurzel. 

Unter Berücksichtigung des auf Seite 11 unter 18) Ge- 
sagten ersieht man auf den ersten Blick, wie innig die Opera- 
tionen des Potenzierens und Radizierens mit einander iu Zu- 
sammenhang stehen. Man merke daher folgenden wichtigen 
Satz: 

AVird eine Zahl zu gleicher Zeit mit einer 

anderen Zahl potenziert und radiziert, so 

bleibt die Zahl unverändert, d. h. 



» 



/a" =: a. oder was dasselbe ist (j^r 
Vx^ = X ; Via-I- b)* = a -}- b. 



□ AnscliluTa «n das in den vorstehenden Kapiteln Gebotflae mögen 
hier noch einig-e algebraische Werte in Geatalt von Formeln aafgeführt 
werden, gegen welche im praktisohen Rechnen von dem weniger Geübten 
sehr oft und sehr arg verBtofaen wird: 
1) a + 0=a. 



2) a-0 = 
;i) a . = 0. 



5) — = 0. 



(Das Zeichen des nnendlich Grufsen, d, h. 
der Wert Null ist in jedem anderen Zahlen- 
wert unendlich viele Male enthalten.) 



6)-5-=:a = 7 = rj= lOn, d. h. Null dividiert durch Null 
kann jeden beliebigen Zahlenwert ergeben. 
Die Richtigkeit der vorstehenden Formeln folgt ohne weiteres auB 
l Proben der Subtraktion und Division. 



Sechstes Kapitel, 

Einfache Gleichungen mit einer unbekannten 
Gröfse. 

28. Unter einer Gleichung versteht man allgemein die 
Verbindung zweier Gröfsenbezeicbnungen durch das Gleich- 
heitszeichen. Die rechts reap. links vom Gleichheitszeichen 
stehenden Zahlenausdrücke nennt man die rechte reap. linke 
Seite der Gleichung. (Vergl, Seite 1 unter 2.J 



Aid Ü* ttcrhm «incr ßleiichung so beschaffen, dife Ael 

'l Bpifnniiiing de» Zahlenauadrnckes der uidB«! 

'" ' h«irst dt« Oleiclkung eine aoal Ttisckel 

_, , _ »r Mino Kormel. (VergL 3. 3 unter ^iF 

II tt4'l9* » «* + ;ia'b -I- :3iil)» -}- b'. I 

h m i mi m die Bclhtn oiiier 6luicbung aus Zahleoanadnefai, 1 

t'iU *'j(i einiuuler uiiabliUugig sind, so entsteht die nige-l 

Hx 



&X + 4 =a-f 



211. HtAl eiD« Gleinhung unter Vornahme gewisser Kcdk- 
»rationnn mngerormt werden, so ist ein und dieselbe 
I itU'i» mit liniduii tioiteu einer Gleichung Tom- 

. Folgende ( )|(orati(inuii kann man mit einer Gletchong 

ohnv ilaTM Hiüh dor Wert derselben ändert: 

h) I>iff K«it«n uilior Gluicbung können mit einander Te^ 

Iit ft — 3 4- 'i, HO iat auch 2 + 3 = 5. 
n a M b — <) „ „ „ b — c=^&. 

f.,-'+._'' + 'l !L±3 = a + a. 

Hin ' r + 8 r -|- s mii ' 

h} Auf hftidcn Hoitün oiiier Gleii^hung kann man ein und 
Mltfü Za,M üddiüron rotip. subtrahieren. 
Irt 4 + a — fl 2,m JHt auch 4 + 3 + f) = 9 — 2 + 5. 
« — b „ „ „ a -|- X = b -|- X und 

a — X = b — X. 

« _f. 1, _ ,j 4- il , ,1 -J- b — - = c + d — -. 

(M HßJfln HiiiHiip iiinor Hleichung kann man mit ein und , 
ncrMlI'KH Zfihl iiiiiltipliKiüreii resp. durch ein und dieselbe 
ibl diviilWon, 

tntti — U-i, no iHt auch 2 .ti = 2 .2 .i und - = "'ir^- 

, • 1 , V a b + c 

tt«.h + u„ „ „ an = lb + c)u „ - = — '■ — . 

I' _ * +y v_ ^ ._H- y_ 

" .| X -y" " " qn (x — y)n 
d) noidü Seiten einer Gleichung kann man mit ein und 
n-MilDflu Zahl potenzieren resp, durch ein und dieselbe Zahl 
Uzinen. ^ 

i 26 »— T) . f), so ist auch 25* = (5 . 5)- und V'ib = / 5 . ö. 

a -f- b >= c „ „ „ (a + b)ä = c- „ l/ar+17= /ä 



ej Ist die eine Seite einer Gleichung ein Produkt, so kannJ 
.n jeden Faktor desselben als Divisor auf die andere SeiteJ 
der Gleichung bringen. (Vergl. Seite 12 unter 21.) 
21 

? 



Ist 3 , 



7^21, 
a = b . I 



so ist auch 3 = 



u„d7_|. 



, (m + B)x = z, 



m + 11 



--b. 



nnd X =i - 



f) Ist eine Seite einer Gleichung ein Quotient, so kann 
man den Divisor desselben als Paktor auf die andere Seite 
:der Gleichung bringen. (Yergl. Seite 12 unter 21.) 

Ist ^ = 9, so ist auch 36 ^ 9 . 4. 
4 
a [j 

„ = d + e, so ist auch a — b ^ (d -|- e) c. 

c ' ■ ' 

gj Jedes Glied der einen Seite einer Gleichung kann man 
lait entgegengesetztem Vorzeichen auf die andere Seite 
bringen. 

Ist 5 + 1 1 — 3 = 6 + 7, so ist auch 5 + 11=6 + 7-1-3, 
oder 5 + 11 — 3 — 7 = 6, 
oder 5 = 6 + 7 — 11 + 3 u. s. 

„ a — b ^ c + -, 80 ist auch a ^ c + - + b, 



oder - =^ a ~ 



oder c 



= a — b — TT- u. 8. w. 



Ist n — (a + b| c^x + y, so ist auch n = x + y + la + bi c, 
oder y = n — (a + b|c — -x, 
oder — (a + b I c ^ — n + X + y u. s. w. 
h) Alle Glieder der einen Seite einer Gleicliung kann 
man mit entgegengesetzten Vorzeichen auf die andere Seite 
bringen, wodurch in der neu entstandenen Gleichung eine Seite 
gleich Null wird. 
Ist 12 — 7 + 3 = 6 + 2, ao ist auch 12 — 7 + 3 — 6 — 2 = 0. 
^ a + b — c = d — e + f „ „ „ a + b — c — d+e — f=0. 
i) Auf beiden Seiten einer Gleichung kann man die Vor- 
zeichen in die entgegengesetzten verwandeln. Man sagt f 
diesem Falle, man habe die Gleichung mit (■ — J) multi- 
pliziert. 

Ist 9— 10+];f = 5— li-1-18, soistauoh— 9 + 10 — 13 = — 5-f II- 
„ a-b + c = d — e, so ist auch (a— b + cjf— 1)=(d-e) (- I), d.h. 
_a-|-b-e = — d4-e- 



31. Bei der Addition, Sulitraktion, Kultiplikation und 
Division mehrerer Gleichungen untereinander ist folgendes zu 
beachten : 

ai Eine Gleichung wird zu einer anderen Gleichung 
addiert, indem man sowohl die heiden linken Seiten als auch 
die heiden rechten Seiten zu einander addiert und die so er- 
haltenen Summen durch ein Gleicliheitszeichen verbindet. 



Beispiel 




5 + 7 
8 + 11 


-9 + 3 . . 
= 17+2., 


. I) 
.11) 


I + II 


: f.+ 


+ 8 + 11 


— 9 + :)+ 17 + 2. 


Beispiel 


+ h + 


a + b + x 

p — q 


= n — m . . 
-r+s ... 


. I) 
IIl 


I + II): a 


p — q + x 


= n — ra + r 


+ '■ 


Beispiel 




s- y 

n 


= a— E-+3 
r 


.... I) 






z 


= j + m . 


. . II) 



I + II): 



^+z. 



r + m- 



p+q 



b) Eine Gleichung wird von einer anderen Gleichung 
-Buhtrahiert, indem man die linke Seite der einen von der linken 
Seite der anderen, und entsprechend die rechte Seite der einen 
von der rechten Seite der anderen Gleichung subtrahiert. Die 
erhaltenen Differenzen sind durch das Gleichheitszeichen zu 
verbinden. 



Beispiel. 
I-IIl; 

Beispiel. 



5 + 7- 



5 + 7. 
8 + 11- 



9 + 3 . 
17 + 2. 




-11 = 9 + 3 — 17- 

i + b + K^n — n 
p— q_r+s 



I) 
■11). 



. I) 
. H) 



-II): a + b + i-p + . 
Eine Gleichung wii'd mit einer anderen Gleichung 
multipliziert, indem man sowohl die beiden linken Seiten als 
auch die beiden rechten Seiten mit einander multipliziert und 
die so erhaltenen Produkte durch ein Gleicbheitszeichea Ter- 
bindet. 



3.5= 15 . . 
.30 = 3 . 10 . 



. D 
.II) 



5.30= 15. cf. 10. 



'~~ 




- 


27 - 




^—n 


. Be 


spi 


-1. « + m = 


zl±r:. 


::/i] 




I 


11): 


(n-|-m)a = 
an + am^ 


bp + bq- 


-c) 
-cp- 


oder 
-cq. 


Be 


>pi 


X + J 

z 


- + £•■■ 


.1) 
11) 





i")^ft-D4^=("+^)('-0- 

d) Eine Gleichung wird durch eine andere i 
dividiert, indem man die linke Seite der einen durch 
Seite der anderen, und entsprechend die rechte Seite der einen 
durch die rechte Seite der anderen G-leicbung dividiert. Die 
erhaltenen Quotienten sind durch das Gleichheitszeichen zu 
verbinden, 

1. 



leichung ^H 
lie linke ^| 



Beispiel. 7 + 9 — lO + e 
8 = 2 . 4 . 


... I) 
..11) 


n 7 + 9 10 + 6 
11/ ■ 8 2.4' 




Beispiel a + b + x = n-m. 
p_q = r + a.. 


..I) 
.11) 


I^ a + b + x n — m 
11/- p-q r + »' 




Beispiel. ^_5_p + q. 


..I) 


r — s X 

m ! 


II) 



Ä)^ 



a+b 



: = (P + *!■■•) 



'ii. Jede au9 einer Gleichung durch Rechnung zu ent- 
wickelnde Gröfse heifst die unbekannte Gröfse, oder kurz die 
Unbekannte. Man bezeichnet dieselbe gewöhnlich durch 
die Buchstaben x, oder y, oder z. 

Soll aua einer algebraischen Gleichung eine Zahl x, 
welche in derselben ein oder mehreremale vorkommt, ent- 
wickelt, d. h. soll die Gleichung nach x aufgelöst 
werden, so mufs man eine andere algebraische Gleichung 



'i Vergl. 1 



e 31 unter L'ü; Div. 



— w — 



r bilden, welche die Zahl x nur als Faktor zu einer Seite bat. 
Die ursprüngliche Gleichung- niufs also auf die Form 
zu 
un 



L 



gebracht werden, wo nuter a und b beliebige Zahlen aus drücke 
zu verstehen sind. Um dies zu erreichen, muTs man die 
Grleicbung ordnen. 

33. Das Ordnen der Gleichungen geschieht am kürzesten 
unter Vornahme der hierzu notwendigen Operationen in nach- 
stehender Reihenfolge: 

a) Man suche die Gleichung dadurch zu vereinfachen, 
dafa man Glieder der einen Seite gegen gleiche Glieder der 
anderen Seite hebt; oder dadurch, dafs man alle Glieder 
der Gleichung durch ein und dieselbe Zahl (einen gemein- 
schaftlichen Faktor) dividiert. 

h) Man schaffe, wenn Brüche in der Gleichung auftreten, 
alle Nenner fort, indem man jedes Glied der Gleichung mit 
dem Generalnenner aller vorkommenden Nenner multipliziert. 

c) Man löse alle Klammern auf, in denen die Unbekannte 
enthalten ist. {Hierbei ist besonders auf die Vorzeichen zu 
achten. Vergl. Seite 4 unter 8, a und b.) 

d) Man schaffe alle Wurzeln fort, welche die Unbekannte 
als ßadikanden enthalten, ' indem man das Glied mit der 
Wurzel zu einer Seite der Gleichung macht und diese mit 
dem Wurzelexponenten potenziert. 

e| Man schaffe alle Glieder, welche mit der Unbekannten 
behaftet sind, auf die eine Seite, alle übrigen Glieder auf die 
andere Seite der Gleichung, wobei wiederum besonders auf die 
Vorzeichen zu achten ist. Alsdann fasse man alle Glieder 
mit der Unbekannten zusammen, indem man die Unbekannte 
als gemeinschaftlichen Faktor herausschreibt. Den Wert der 
Unbekannten erhält man, indem man nun beide Seiten 
Gleichung durch den Faktor der Unbekannten dividiert. 

34. Folgeode Beispiele werden die Anwendung der einzelnen 
Regeln leicht verständlich machen: 

1. Beispiel. 6x — 6 = 18. Glied mit x auf eine Seite, folgt: 
6x=18 + 6 oder 
6x = 24. Beide Seiten durch G dividiert: 



2. Beiapit 





6x 
6- 


24 

" 6 


oder 










X 3 


= 4. 










ax 


+ b. 


= c. 


Glied mit X 


auf ei 


ae Seit«, 




ax = 


= c- 


-b. 


Beide Seiten durch a 






— 29 — 

3. Beispiel. 

3a-f-X — 5b4-2 = 7b — a+ C + 6. Glied mit xaufeine Seite, folgt: 

x = 7b — a-fc-|-6 — 3a + 5b — 2. 
= 12b — 4a 4- + 4. 
= — 4a + 12b + c + 4. 

4. Beispiel. 8x — 5 = 13 — 7x. Glieder mit x auf eine Seite: 

8x-|-7x= l3-|-5. Jetzt X herausgeschrieben, folgt: 

x(8 + 7) = 18. 
15x = 18. 

15 5 



x = — = " =1'. 



5. Beispiel. — -j-4==7. Glied mit x auf eine Seite, folgt; 



6 



TT = 7 — 4 oder 
D 

— = (5. Beide Seiten mit 6 multipliziert : 
—-==3.6 oder 



x=18. 



6. Beispiel. ~ — (a-j-b) = c. 



X 



±_c-f(a + b). 



a 



X = (a + b -|- c) a. 

7. Beispiel. 12 + ^ = 28. 

4x 

— = 28 — 1 2 = 16. Nenner fortgeschafft: 
10 

4x=l6 10 = 1 60 Beide Seiten durch 4 
160 ,^ * dividiert: 

X == -y- = 40. 

4 

8. Beispiel. 9 (2x — 7) = 5 (4x — 15). Klammern aufgelöst: 

18x — 63 = 20x — 75. 
18x — 20x = — 75 + 63. 

— 2x = — 12. Vorzeichen umgekehrt: 

2x = 12. 

x-=6. 
4x 7 

9. Beispiel. -- — ; = 3. Nenner fortgeschafft, folgt: 

1 + X 

4x — 7 = 3(l4-x) = 34-3x. 

' 4x — 3x = 34-7. 
x^lO. 






— 


30 - 




3x 


?x 










-14. 


OHed der Oleichnog 


T~ 


5 




multipliziert, folgt: 


2i 


20 


=. 14. 


20. 


5 








15 1- 


ÖS 


= 280 






7x 


— 230 






X 


— 40 





11. Beispiel. 
„ „ _ _ JedesGÜed derGlBichan 

^ _|_ i_|_ _;= 7x^ 71'>-| mit Generalaenner : 

i ' 3 ' i " ' 5 multipliziert, folgt: 

30x + 20x + 15 X = 420x — 427^0 + 12x. 

30x -|- 20x -I- 15 X — 420x — 12 x ^ — 42720. 

— 367 x = — 42720. Auf beiden Seiten "i 

Gleicliang' die Vorzeicbeo 1 
en tge g'engesetztgenomi 

367x = 42720. 
4.9790 
x-i|^=116i4S- 116,4032 . 

12. B.i.piel. l^+'^^. ^_^«-X^, ^2. 

Der Generalnenner ist: {!>x+i)(^^—'2s.) — ■^ + l^x — l 
Maltipliziert man alle Glieder der Gleichung mit diesem, 
(3_5s)(3_2x) + (7 + x)(5s-f-l) = 148-5x'-2(;i+ia> 
6 — 15x — 4x+10x' + a5x + 5x'+7+x=148— 5x'— 6— 26x+2ü: 

Glieder mit x auf eine Seite gebrauht: 
10x' + 53»+rix* — 20k' — 15x — 4s + 3&x + s + 26s = 148 
Da aich die Glieder mit x^ heben, so folgt: 

4.3 1~ 129. 



folgt: 
10x*i 
-20s* 



— 3. 



13. Beispiel. 



= 5. Nenner fortgeschafft: 



-128= 5i. 

-5x— 128. 

4x— 128. 

X — 32. 



k 



spiel. - + 7 = 64- 



32 



Generalnenner = 



6 + 7x=64x — 32. 
7 X — 64x = — 32 — 6. 
57x — 38. 
_33^ 2 
^ 57 3' 



31 — 



m 



15a. Beispiel, l/x = a. Beide Seiten mit m potenziert: 

(l/x )" = a" folglich: 

^= a™. (Vergl. Kap. V unter 27.) 
15b. Beispiel. l/l6" = 4. Beide Seiten mit 2 potenziert : 

(l/l6")2 = 4 2 d. h. 

16«=4^ = 4.4=16. 

3 

15c. Beispiel. 1/125 = 5. 

(?T25)' = 5'- 

125 = 5^ = 5 . 5 . 5 = 25 . 5 = 125. 



Vergl. 

Kap. Vu. 

Kap. IV 

Junter 27 

und 18. 



m m 



16. Beispiel. l/ax + b = l^cx + d. Beide Seiten mit m potenziert: 

ax -j- b = cx -f* d. 
ax — ex = d — b. 

X (a — c) = d*" — b. 

d— b 

x = -. 

a — c 

,^^. ., 2 — 2 l/x 2 + 2 W Beide Seiten durch 2 

17. Beispiel. ^—^-^ = --^2^. dividiert: 

1 l/x l-|-l/x Generalnenner = 

(1 — l/T) (5 4- 3 l/F) = (1 4- l/n (2 — 3 l/r). 
5 — 5 l^r+ 3 l/r— 3 l/x . l/x =r 2 + 2j/r— 3 i/r— 3 / X . 1/ X . 

Da sich auf beiden Seiten — 3 K x . 1/ x hebt, so folgt: 

5 — 2 V X =2 — l/x . GliedermitxaufeineSeite: 

— 21/7+1/7 = 2 — 5. 

— [/ X =^ — 3. Vorzeichen umgekehrt, folgt: 
-f- 1/ x = -f" 3. Beide Seiten mit 2 potenziert: 

(l/x)2 = 3^ 

x = 3^ = 3.3 = 9. 

Da häufig genug die Gleichungen nicht immer in so ein- 
facher Form, wie in den vorstehenden Beispielen erscheinen, 
sondern dieselben erst nach besonderen gegebenen Bedingungen 
aufgestellt werden müssen, so mögen hier der Vollständigkeit 
wegen einige sogenannte „eingekleidete Gleichungen" folgen: 

18. Beispiel. Das 2fache, Sfache und 7fache einer Zahl addiert 
ist = 96 j wie heifst die Zahl? 

Lösung: Bezeichnet man die zu ermittelnde Zahl vorläufig mit x, 
80 ist das 2 fache derselben = 2x, das 3 fache =3x und das 7 fache 
= 7 X. . Addiert man diese 3 Werte und setzt ihre Summe entsprechend 
der Bedingung der Aufgabe = 96, so folgt: 

2x + 3x + 7x = 96 und damit 
x = 8. 



19. Beiapiel. Subtrahier! man von dem 8. Teil i 
.en Zahl den Bruch '/,, lo entsieht die Zahl li^. Wie heifat liie ZiW I 
Lösung; Bezeichnet man die zu beatimmende Zahl mit x, so ist der | 



i. Teil derBelben = ; 
setzt, giebt: 



;, davon y abgezogen und die DiFTerenz gleich Ig g& J 



4 



i ond damit 
i=l[.0,4. 

20. Beispiel. Drei Peraonen. A, B und C sollen 72 Mark «i ( 
I unter eich teilen, dafs B zweimal so viel wie Ä, und C dreimal s 

i erhält. Wie viel bekommt jeder? 

Lösung: Setzt man die Summe, welche &. erhält = x, so erhHll B 
das doppelte, also ^ L' x und C das dreifache von B, also =^3 .'■> 
aithin mufs sein: 

x + 2x-|-Bs = 72 und damit 

x = 8. Hieraus ergiebt sich: 
A erhält = 8 Mark. 
B ,, = !li . 
C ■ ^ ^8 ,. 
Summa = 72 ilark. 

21. Beispiel, Ein Arbeiter kann eine bestimmte Arbeit 

12 Tagen leislen, ein anderer kann ea schon in 6 Tagen. Wie viel Tage 
brauchen beide, wenn sie zusammen arbeiten? 

Lösung: Setzt man die zu leistende Arbeit =1, so schaflt der 
Arbeiter, welcher in 12 Tagen fertig wird, in einem Tage '/n dieser 
Arbeit und ebenso der andere in einem Tage '/'s. also beide zusammen 
'/,, + '/« = °/n = '/i dieser Arbeil. Setzt man nun die Zeit, welche 
beide zusammen zur Vollendung der Arbeit brauchen =:x, so folgt: 
'.'ix= 1 und damit 
K = 4 Tage. 

22. Beispiel. Eine Wasaerhebemaschine kann ein Stück Land 
in 20 Tajfen entwässern, eine zweite kann dies in iiO Tagen und einfl 
dritte braaeht nur 10 Tage. Wieviel Zeit ist erforderlich, wenn alle 
3 Maschinen zu gleicher Zeit arbeiten? 

Lösung: Man setze die zu hebende Wassermaase =1. Da nun 
die erste Maschine diese in 20 Tagen heben würde, so hebt sie in einem 
Tage Voo derselben. Die zweite Maschine hebt pro Tag '/so und die 
dritte '/,o; alle drei zusammen heben also an einem Tage 

'/.. + 'ho + '!>«= ';«o + V« + 'm = "/ao, folglich 
in xTagen ='7uo-x, mithin 






, d, h. 



, Tage. 

23, Beispiel. Ein Meister nimmt einen Gesellen an und ver- 
spricht ihm für jeden Tag, den er bei ihm arbeitet, 1 Mark. Arbeitet 
er nicht, so muCs er dem Meister 60 Pfg. = ""/i oo Mark für Kost zahleD. Naoh 
80 Tagen halten sie Abrechnung und es findet sich, daCs keiner dem anderen 
etwas schuldig ist. Wieviel Tage hat der Geselle gearbeitet? 

Lösung: Setzt man die Tage, welche der Geselle gearbeitet hat ^x. 
so sind 80 — x die Tage, welche er nicht gearbeitet bat ; sein Lohn beträgt 
alsdann x Mark und das Kostgeld dementsprechend (80 — x) '".'umi Mark] 
da nun der Lohn durch das Kostgeld aufgezehrt sein soll, so miifs sein: 




- = Null und damit 
= :!0 Tage. 



J 
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Übnngrsbeispf ele : 



3x + 4==13; 793— 19x=14; 9x + 13 = 7x + 91. 
15 — 27x = 36 — 34 x; ax + b = c; m — nx = px — q. 

3 (x + 1) = n (x — 1); ax -f- b (x — c) = ac. 

4 [8x — 5(7 — 4x) + 9(6 — 3x) + l?x] = 

=r7[16x — 2(7x — 10) + 4x — 2]. 

^ = 3; a + A = c; x + |x = 25; |x + 3=2x + 4. 

L^Ij-^mi-Q. ^±^ xf 7 , ,_ x + jl 
9 ^ 5 ~^' 2 3 ^^~"~"^^' 

5x + 2 7x + l ^ 2x — 1 5x — 2 x + i , x + | _ 4x + 1 

e'^ö 3"^2»2'^5"'4 

(7x + 1) (9x — 5) + (9x — 29) (25 — 3x) = (6 x + 10)«. 
x + 12 _ x + 3 ^ 3x + 2 _ 2 x — 5 x ^«i^k — n 



x + 4 X— r 4a — 5b 8a — 3b' a c 

2x + l=7.f 4(3-ix). 



14(x + 2) , 



Weitere Beispiele bietet in reicliiicher Fülle der II. Teil 
des Buches: „Mechanik." 



Siebentes Kapitel. 

Verhältnisse und Proportionen. 

35. Vergleicht man zwei Zahlen a und b in Bezug auf 
ihre Gröfse mit einander, so findet man das Verhältnis, 
in welchem sie zu einander stehen. Die Vergleichung kann 
auf zweierlei Art geschehen, je nachdem man die Differenz 
a — b feststellt — um wieviel Einheiten die eine Zahl 
gröfser ist als die andere — oder dadurch, dafs man den 

Quotienten a : b oder (y) feststellt — wievielmal die eine 

Zahl gröfser ist als die andere, d. h. wie oft die eine in der 
anderen enthalten ist. Die letztgenannte Art der Vergleichung 
ist die in der Praxis gebräuchliche und soll deshalb nur diese 
hier weiter besprochen werden. 

36. Die Zahlenausdrücke a — b und a : b heifsen allge- 
mein Verhältnisse; in beiden nennt man a das Vorderglied 
und b das Hinterglied. 

Stehen zwei Zahlen a und b in demselben Verhältnis 
zu einander wie zwei andere Zahlen c und d, d. h. geben 
a durch b, und c durch d dividiert ein und d^\\^e\VieTk^^<^\a\^'V5^fö^^ 

WeieirBrt n. Stolle, Masohinenrechnen. '^ 






u — 



so kann man aus tliesen beiden gleichen Verhältnissen folgende 
Gleichung bilden : 

ft:b = c:d und liest alsdann: 
a verhält sich zn b wie c zn d, 

Sa mö^ nn dieser Stelle gleich voransge schickt sein, daCe die Ver- 
hältoine einer Proporiion demnach nls gleiche Brüche anjieBeben 
werden k&nnen, infolifcdesBen man auch diese Verhältnisse gewöhnlieh 
jfi Brachform icbreiht. Z. ß. 

p = -i-t wobei man ebenfalls liest; 

a vertdlt aich eu b wie o zu d. 

An« dem Oeiflfften folgt, dafa für die Verhältnisae dieselben 
Regeln gelten, welche in Kap. V unter 26) speziell für Brüche 
angeführt lind. 

37. Eine Gleichung, deren Seiten aus 2 gleichen Ver- 
hältnissen bestehen, nennt man eine Proportion, In der 
Proportion 

a: b = c : d 
werden a und d die äufseren, b und c die inneren Glieder 
genannt. Sind die inneren Glieder einer Proportion gleich, 
d. h, ist a : b = b ; c, bo heifst die Proportion eine stetige 
und b die mittlere Proportionale zwischen a und c. 

38. In jeder Proportion ist das Produkt der 
inneren Glieder gleich dem Produkt der äufseren 
Glieder; d. h. 

Ist 4:6 = 10:15, so ist auch 6.10 = 4.15. 

„ a : b = c : d „ „ „ b . c = a . d. 

Dieser wiclitige Satz ist besonders einzuprägen, da man 

mit Hilfe desselben erstens jede Proportion sofort auf ihre 

Richtigkeit prüfen und zweitens ein etwa unbekanntes Glied 

derselben beredinen kann. 

1. Beispiel. Bezeichnet man das unbekannte Olied mit x 
findet man aua der Proportion 

x;5 = lä:3 unter Anwendung obigen Satzes; 
3.x = 5 . 12 und damit 

Setzt man, otn die Probe zu machen, den Wert von x = 
ä Proportion ein, so folgt: 

20: b = l<;;3, oder 

20.3 = 12.5, d. i. 60 = ÜÜ. 

2. Beispiel. i2:x = 7^:2^. 
V.x=§ .12. 



30 30 . 2 CO 
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Aus Vorstehendem folgt unmittelbar: 

1 ) dafs man jedes äufsere Glied einer Proportion findet, ^ 
indem man die inneren Glieder mit einander multipliziert und 
durch das andere äufsere Glied dividiert; d. h. 

, , . ^ b.C ,, b.C (Verd. Kap. VI 

ist a : b = c : d, 80 ist a = -~^- und d = . „ntpr AOf i 

d a ""^^ ■^"'■-' 

2) dafs man jedes innere Glied einer Proportion findet, 
indem man die änfseren Glieder mit einander multipliziert 
und durch das andere innere Glied dividiert; (' 



ist a : b = c : d. so ist b i 



ad 



und c ' 



ad 

' "b" 




3) dafs man die mittlere Proportionale zwischen zwei 
Zahlen findet, indem man aus dem Produkt dieser Zahlen die 
Quadratwurzel zieht; d. h, 

ist a : X = X : h, so ist x . x = ab, oder 

X^^ ab. Auf beiden Seiten die Quadratwurzel gezogen; . 

|l/p = l'''ab^ folglich: 
X = /ab. (Vergl. Kap. V unter 'J 

Beispiel zu 1.) 3 : 6 — 2,5 : x. 



Beispiel zu 2.) 12: 



Beispiel ; 



3.) 



]a..'i 



: 1,5. 



,-15. 



a = ^9 = 3. 
39. In jeder Proportion kann man alle Glieder mit ein 
und derselben Zahl multiplizieren und potenzieren, oder durch 
, und dieselbe Zahl dividiei-en und radizieren. 
Ist lU : 5 = 6 : 3, so ist auch : 

3.1Ü:3.5 = a.6:3.3. 
10^:5^ = 6': 3*. 

H ■ A ^ A ■ A* 

l/TÖ : i/T = |/6" : {/T. 
Ist a : b = c : d, so ist auch : 

na : üb = nc : nd. 
a" : h" ^ c" : d°. 



|/a : i7b = /c : i7d. 
In jeder Proportion kann man die 
hälttiisse umkehren. 



Glieder der Ver- i 



r' 
es \\ 
Inj 
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Ist S : 2 = 68 : 1 7 , so ist auch 2:8 = 
8. 17 und ebenso 8.17 = 



17 : es , dena 
ist 2.68= 8.17 und ebenso 8. 17 = 2.68. 
Ist a : b = c : d, so ist aucli b : a ^= d : c. 
In jeder Proportion verhält eich die Summe oder Differenz 
der beiden ersten Glieder zum ersten oder zweiten Gliede, 
wie die Summe oder Difl'erenz der beiden letzten Glieder zum 
dritten oder vierten Gliede. 




Ist 



Beispiel: 



a + b 
a-j-b 
a — b 
a — b 

6 
6 + 2 



= c : d, so ist auch : 
= -|- d : c. 
= c -|- d ; d. 
= c — d : c. 
= c — d : d. 



15 + 5: 15, d. 
20 : 15. 
6 . 20 = 8 . 15. 
190 = 120. 



Cbnogsbelsplele: 

Aus folgenden Proporti 



ist die UübeitanDte 
; (. + b):C.-b)-x:(| 



4)- 



(lia'-j-ab — 12b'):(14a' + .llftb + l,'>b') = (3a= — 7Bb + 4b'):i, 



Achtes Kapitel. 
Potenzen.*) 

10. Potenzen werden gleichartig genannt, wenn ihre 
Grundzahlen und deren Exponenten genau dieselben sind, 

Potenzen können nur dann addiert oder subtrahiert werden, 
"wenn sie gleichartig sind ; man addiert oder subtrahiert als- 
dann wie mit gewöhnlichen Buchstabengröfsen. (VergL Kap, II 
unter 10). Z. B. 
4a» + 12a« = ]6a«; SOx*»"— löxV-|- 30x*z* = 35x=z*. 
5a' 7a» , II a' , , 9a^ , < 



r+- 



- + a* = 



ngsbi-Ispiele: 

— 6a' + 10a=- 12a 
Sa'b — ISa'b' + Ja 
-aa'b-tTab' + S 

Sa-s'-ia + aoab' 

3a-'+10a-' — 5ii 


> + 4b*+l 
b — 14a-b= 
i'b) — (2ab 
K — 4b'"cK' 

' + a=b. 


V) Vergl. Kap. IV 


unter 18, 1 
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41. Jede Potenz der Zahl Eins ist wieder Eins; d, h. 
1"= 1. 

Beiapiele: ]■*=[, | . 1 . l = l. 

1"= 1.1.1.1.1.1=1. 

Jede Potenz, deren Exponent Eins ist, ist gleich der 
Grundzahl der Potenz; d. h. 

3 ■== 3 (denn 3 soll einniitl als Paktor gesetzt werden). 

X*^=X (denn x soll einmal als Faktor gesetj^t werden). 
Es ist daher bei dem Rechnen mit Potenzen jede Zahl, welcher 
kein besonderer Exponent betgeBchriehen ist. als mit dem Expo- 
nenten 1 behaftet zu betrachten. 

43. Potenzen mit gleichen Grundzahlen werden multi- 
pliziert, indem man die einzelnen Exponenten addiert und 
die BO erhaltene Summe der Grundzahl zum Exponenten 
giebt; d. h. 

2« . 2' = 2'+'' = 2^ = 2 . 3 . 2 . 2 . 2 = 32. 

X" . X" =' X" + ". 

Beispiele: a*.a* = a,a.a.a.a.a^a*^=a^+*. 
6a^2a^a=6.2.a«+»+' = ]2a''. 
7x" , öx* ^ 7 . 5 . s"+® ^ 35 x". 
4b -V 2 b'" --= 4 . 2 . b-^ + i" = S b*. 
2a^b^3a^b-= = 2.3.a'> + 'b^--=Ca'b. 
ÜbnDBBlteispIele : 

x',y'.x*.y',y;a' . a? • B^;a*+' . a*+=.a^+'; 5a"-l-\ 7 a'-'* .ya'*-». 
— ba*b-"c-=.4a»b-=d*u-'i (»«— 2Bb + b^). ßa'lj'. 
(a' - BZ + z^) {a= + az + z=) ; (a'= + b«) (a= - b»), 
a" -ts a'J-" 1 1 

l.K + ij-b*:'-»' ,ia-ä"(j~m~'4a-Pb' 

Potenzen mit gleichen Grundzahlen werden dividiert, 
I indem man die einzelnen Exponenten von einander subtra- 
' hiert und die so erhaltene Diiferenz der Grundzahl zum 
Exponenten giebt; d, h. 

2" : 2-^ ^= 2""'^ = 2' = 2. 

^H b'':b* = b«-' = b% 

^H 6a-»;2a-'=§a-*-<-'' = 3a-^+'' = 3a-'. 

■P (a + b)-(a + b)-'=(a+b)»+^ = (a + b)'. 

l Bei der Division von Potenzen mit gleichen Grundzahlen 

sind nun zwei Fälle möglich: 

a) Sind die Exponenten im Dividenden und im Divisor 

gleich, so erhält man nach vorstehender Regel eine Potenz, 

deren Exponent Null ist, denn: 



Bei 



ipiele: 



x" : x" ^ x"'" = x". Ea ist aller auch 

x^"" : x'"" =' -ä = ]. (Vergl. Kap. V unter L>4.) 

Folglich mufs x" = 1 sein, d. h. allgemein: 

Jede Potenz, welche Null zum Exiionenten hat, ist gleich 

d^ Zalil Eins. Es ist demnach auch 

7.= l; (-•)" = .; 

100"=!; (-^^)"=1 u. s. w. 

b) Ist der Exponent der Potenz des Divisors gröfser als 
der Exponent der Potenz des Dividenden, so mufs sich nach 
den Gesetzen der Subtraktion (vergl. Kap. III unter 12) 
notgedrungen eine negative Zahl ergehen; es entsteht also eine 
Potenz mit negativem Exponenten, denn es ist: 

b- : b* i= b--* = b- ^ Schreibt man jedoch 

■ ° *" b* ^ b . b . b . b ^ b^ 
[da sich 2 Faktoren b ini Dividenden gegen 2 Faktoren b im Divisor heben) 

so folgt auch hier: b"- ^ p d, h. allgemein: 

Jede Potenz mit negativem Exponenten ist gleich 
einem Bruch, dessen Zähler Eins und dessen Nenner ~die 
Grundzahl der Potenz mit positivem Exponenten ist. 



Beispiele: 3* : 3* = 



= 6.ri' = 6.25 = 150. 








nP+q 
.3a-=b"f- 


*=y 


' U6 ' 




Dgsbei spiele : 












+ yr';(ft+s)-*(» 


a4x»y 

+ yr'; 


z':8xV*'. 

"i 16(x + rr':y(x + y)-«* 

-in»=f+7a'bx):28. 
itive Exponenten zu briugi 


.^a'd h 

Es sind 
5a- 


?' b^ 

'b-c-» 


Ausdrücke 
Tnx-'ya- 


(üa%^ 
auf po 




8n\y-»B 


-'•' 9«, 







Jede Potenz wird %vieder potenziert, indem man 
'nen Exponenten mit einander multipliziert und 
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das 80 erhaltene Produkt der tirundzahl zum ExpODente^ 
giebt; d. h. ■ 

(2'')' = 2=''- = 2' = R4, oder (x")™ -- x"-'". I 

Beispiele: (a*)" ^= a* . a* = a^ + * ^^ a'^ ^ a* ■. J 

Üliuij^beUplele: '^^^ 

©:^)'.(^5^;)',.n."-»)-+"M.n.»«)»-". 

Ein Produkt wird potenziert, indem man die Faktoren 
tle8 Produktes einzeln mit dem Exponenten potenziert und die 
erhaltenen Potenzen multipliziert; d. h. 

(äx)* = 5* . x' = 125x'', oder (xy)™ = x" , y"', 
Beispiele: (2abd}* = 2WbM« = 8aäbM». 

(ä X . 2 y . 6 zj'ä -= 5- . 2» . 6^ x-y^z- = 3600 x*y'z*. 
(a*x^y)' = a^- '.x* ■ '.y^ ' = a'*x^^y'. 
Cbnngsbelsplele : 

TJa-bV)'; (Oa'boY)'; [b^'yz')-'; [3(a -f- b) rap; f7x(s-y,z]^ 

Ein Quotient (Bruch) wird potenziert, indem man den 
Dividenden (Zähler) und den Divisor (Nenner) eiozeln mit dem 
Exponenten potenziert; d. h. 

Beispiele: (A)' ^ |; = lr5= i5|. 
' /a^b'xV _ a'^b'^x" /3ab-\' _ 3Vb^ _ L'Ta^}' 

CbangsbeiRplele: 

44. Je nachdem der Exponent einer Potenz eine gerade 
är ungerade Zahl ist, wird die Potenz eine gerade oder ' 
ungerade Potenz genannt. Folgende wichtigen Sätze sind 
besonders zu merken: 

Jede Potenz einer positiven Zahl ist stets wieder 
eine positive Zahl; d. h, 



(+x)-_ + , 
^Beispiele: (+ 4)' = (+ 4) . (+ 4) . (+ 4) 



-64. 



(+2/-(+2).(+2).(+?).(+2) = + lß. 



Jede gerade Potenz eiaer oegativeu Zaiil ist stetsfl 
irmitive Zahl. (Vergl. Kap. IV unter IT).) 
BeUpiele: 

Jede ungerade Potenz einer negativen Zahl ist stet» 1 
Veine negative Zahl. (Vergl. Kap. IV unter 15.) 
Beispiele: 

_4j»=(-4jMH— fK~ljC-4)=(— ij't— t|=-|-256.(-4i = -!m 

Die Richtigkeit der in Vorstehendem gegebeueo Regeln läTKt sich 1 
leicht und ohne weiteres unter Berücksichtigung des in Kapitel IV 
anter iH ond 19j GeiBgten, nnd unter Anwendung der einfachen Uultipü- 
katjouBgesetze nachweisen, wie diea zum Teil schon in den gegeheoeQ 

»Beispielen sogeJeutet ist. i 

45. _ 

braischen Begriff „Wurzel" und den iiioigen Zusammenhang 
der Operationen des ßadizierens und Poteuzierens hingewiesen 
worden. Es ist daher leicht ersichtlich, dais die bei dem 
^^^ Kechnen mit Wurzeln geltenden Regeln auf die entsprechenden, 
^^L bei den Potenzen gebräuchlichen, zurüukgeführt werden können 
^^H und dürfte es deshalb fUr den Lernenden sehr vorteilhaft sein, 
^^f jedes Gesetz der Wurzellehre mit dem entsprechenden der 
i Potenzlehre zu vergleichen. Es wird dies mit um so gröfserem 

Verständnis geschehen, wenn man sich der in der Praxis 
vielfach angewandten zweiten Scliroibweise für einen Wurzel- 
ausdruck bedient. 

Es ist übUch, an Stelle der Wurzel die „Bruchpotenz" 
zu setzen und sotzt man allgemein: 



d. h. : Jede Wurzel aus einer Zahl ist gleich einer 
Potenz, deren Exponent ein Bruch ist, dessen Zähler 
der Potenzexponent und dessen Nenner der Wurzel- 
exponent bildet. So schreibt man z. B. 



Neuntes Kapitel. 

Wurzeln. 
A. Allgemeines. 

In Kiipitel V unter 27) ist bereits auf den alge- 




■ 3_ 1 -"- I 

5 ; /a = a^ ; l/y = yf i 
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Befindet sich unter dem Wurzelzeichen eine Potenz, so 
ndet das Gesetz seinen Ausdruck in der Gleichung: 

™_ - 

Die Richtigkeit wird ohne weiteres durch folgendes Beispiel nach- 
ewiesen. Es ist 

l/?=a, 

enn a mit 2 potenziert giebt wieder a^. (Vergl. Kap. V unter 27.) 
k^endet man die Schreibweise der Bruchpotenz an, so folgt: 

2_ 2 

{/a^ = a^ = a^ = a. 

3 g 4 2 1 

Beispiele: l/x® = x3 ■= x^; l/a^ = a"^ = a"^ == /a. 



4» = 4* = 4» = 64; 1^9^ = QsT = 9^ = 9^ = l/9 = 3. 



-8 



J_ (Vergl. Kap. VIII 



a-» = a 4 = a-2 = a^a. ^nter 42i>.) 

46. Für das Rechnen mit Bruchpotenzen sind genau 
ieselben Regeln zu befolgen, welche im vorigen Kapitel für 
otenzen, deren Exponenten ganze Zahlen sind, gegeben wurden. 

Beispiele: x^ . x^ = x^ + * == x^ = /x^ 

a^ : a^ = a^ "" ^ = a^ = a^ = l/a^ 

(yi)l = yM = yt = l/^ 

(\3 3 3 4 4 ,^4 

a . x^ ^ = a"*" . x^ = i/a^ . l/x^ = /a^x^ 

/c\i c^ /c i/"c~ 

P 1 1 



a ^ 1. q • 

a^ l/aP 

47. Wurzeln sind gleichartig, wenn ihre Grundzahlen 
id Exponenten genau dieselben sind. 

Wurzeln können nur dann addiert oder subtrahiert werden, 
enn sie gleichartig sind; man addiert oder subtrahiert als- 
inn wie mit gewöhnlichen Buchstabengröfsen. (Vergl. Kap. II 
iter 10). Z. B. 

3 3 3 3 

2 l/2 -j; 3 ^''2 = 5 l/2 ; ü l/ä-f 5 l/ä— 8 /ä= 3 l/ä] 
i l/x + 3/y — 2/x — 9l/y = 5l/x — 2l/x + 3v7 — 9^^ 

= 3/x — e/y. 
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Cbungsbeisplele : 

A ft A A A A 

2 /ab + 9 /ab — 12 /iö) — /ab + 8 ^/^ + /Ä^ 
/äc — (2 /äc — 7 /äc -f 9 /äc + /äc). 

o 3 4 3 4 

7 /aT— (— 6 \/Ä+ 4 /b — 9 [/& — 5 /c)! 

4 4 5 5 

3 /x«y — 9 /x«y + 6 /x'y + 7 /x «>'. 

3 

12 /a — a /b — (/a — 8 /b — 7 /a). 

3 3 4 4 3 3 

7 /a — 9 /ab + 6 /üb — (— 9 /ab + 5 \/i^ + 7 /ä)". 

48. Jede Wurzel aus Eins ist wieder Eins^ d. h. 

n 

/l = 1, oder 

3 

/l = 1 ; denn 1* =» 1 . 1 . 1 = 1 u. s. w. 

49. Die Wurzel aus einem Produkt wird ausgezogen, 
indem man sie aus jedem Faktor einzeln auszieht und dann 
die erhaltenen Wurzeln multipliziert; d. h. 

/3 6a'-' = i /36jYa^= 6a und /xy = /x . I^yi 
Beispiele: /l6T2f) «- /l6 . /25 = l/4*. /5* = 4 . 5 = 20. 

Q '{3 A ^ 

/ÖV = /ü*^. /ä« = 6* . a* = 6« . a = 36a. 
/27 ä*b« = /3«ä*F « 3*a*b* = 3a»bl 
l/l6 (a + b)* = /16 . l/(a + b)* = 2 (a -f b). 
/4ä^b'^+ /8ä«F — /iüä*F= 2 ab. 



Cbungsbelspiele : 



s 



s 



/öl .121; /49.2r)6; /27 . 125 ; /8xV; /a^ /*•*; /»"'^ 



-4 



-Ü 



/a«*^; l/a-'«; /a*; /a-»o.b*»c; /a«»b". 

Die Wurzel aus einem Quotienten (Bruch) wird ausge- 
zogen, indem man die Wurzel aus dem Dividenden (Zähler) 
und dem Divisor (Nenner) einzeln auszieht; d. h. 



r 81 



^ . ■ . , i/36 /^ö /6« 6 

Beispiele: V —=--_:: = -— r = -=-. 
^ ^ 49 ./49 ,/7:ä / 



/49 \/: 



I 2 

3T 






s 



8 

/Ö 



»^''-^^ = V Tööö =■ V iü»' = 10 = ^'^- 
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Bei dem praktisuhen Rechnen mit Wurzeln ist folgendea Verfahreii 
^on grofaem Vorteil; Ist der Nenner des ßruchea, ana dem z, " 
Quadrat- Wurzel gezogen werden aoll, keine (Quadrat - Zahl, 

man deaaelben dazu machen, indem man Zähler und Nenner d 
ihes mit dem Nenner multipliziert; auf diese Weiae eraiiart man d 
^älen einer Quadratwurzel. 

l/fT i/77 , _ 

rb^_ l/a-~b' _|/a' 
l/(a— bj5 a- 
an Zähler und Nenner 



Beispiele: 1/ 1 



'Vi 



+ bH.-b ) 



V 11.11 



, -b)(«-b) r (.-br 

(Bei dem Ausziehen der Kubikwurzel hätte 
^t der zweiten Potenz des Nenners multipliziert 
iDgsbeisplele : 



«■) 



;/^'^;|/^~:!,/^ 



^ : l/0,-':i . l/3'/, ; l/u,125 ; 
5U. Die Wurzel aus einer Potenz wird ausgezogen, indem 
Hnan den Wurzelexponenten durcli den Potenzexponeuten divi- 
Wiert und die Grundzahl der Potenz durch den erhaltenen 
[Quotienten radiziert; d. h. 

4 1 .,_ ,7_ 

- l'a = a"; Ix" = |. x. 

= 1/a = l/it = l'a, oder 



= i/a ^ 



Beispiele; 



i/a 



^^^1 ^,—, = {/& ^ '/ü, oder 

^— =a5 = a* = i/a, 

Die Wurzel aus einer anderen Wurzel wird ausgezogen, 
indem man die beiden Wurzelexponenten multipliziert und den 
Kadikanden durch das erhaltene Produkt radiziert; d. h. 



y</6i. 



l/(j4 = l/(i4 - 2 i 



. l'x. 



3 



|/a = 


= l/a, oder 


M 


= (ai)- 


'iv 


-'T'-a 


l'al 


.(aOl. 



:= a' ^: a. 



/'? 
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Umgekehrt gilt natürlich auch: 



inds 
irleit 



. l/a" = V k'a" 
s 

"-'•'""- i'lvr 

d. h. Wurzeln tait hoben Exponenten kötinen in durclieinands 
zu radizierende Wurzeln mit niedrigen Exponenten zerlegt 
werden. 

öl. Je nachdem der Exponent einer Wurzel eine geraif 

oder ungerade Zahl ist, wird die "Wurzel eine gerade odfll 

ngerade Worzel genannt. Man merke folgende wichtige 

" ,ze: 

Jede gerade Wurzel aus einer positiven Zahl iat 
sowohl positiv als negativ, 

l/4~= + 2, denn es ist {-(- 2)= = 4 und ebenso (-^ 2)* ^ 4. 
[/6\ 



i^= 



. + 3 



„ (+3)' = 81 



(-3)'-Sl 



sitiven Zahl 



l/x' = + ^* (+.>)>_ + x' 

Jede ungerade Wurzel aus ei 
ist nur positiv. 

1/27 ^- 3, denn nur (+ 3)' ist = + 2?. 

/32 = + 2 „ „ (+2/ „ - + 32. 
\V'-+K' ., „ (+x')' „ -+x". 
Jede ungerade Wurzel aus einer negativen Zahl 
ist nur negativ, 

1/1^27 3,dennnur(— 3)»=(— 3)(— 3)(— 3)i3t=— 27. 

/^^43 = — 3, denn nur (—3)" = — 243. 

S B 

/ — a" = — a =^ — a^,denn{— a*)'' = ( — a*)(— a^)(— a')=— a*. 
B. Ansziehen der Quadrat* und Kubikwurzeln."'} 
52, Bei dem Wurzelausziehen kann die gesuchte Wurzel 
nicht immer genau gefunden werden; in den meisten Fällen 
läfst sich die Wurzel nur näherungsweise bestimi 
B Talteilen im Anhange des ßuchea. 




Vergleiche 
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Eine Wurzel ist stets geEau, wenn die Grundzahl (vergl. 
,p. V unter 271 eine Potenz der Wurzel ist, d. h. aus der 
reiten Potenz einer Zahl iäfst sich ohne weiteres die Quadrat- 
'urzel, aus der dritten Potenz die Kubikwurzel, aus der vierten 
itenz die 2.2 = 4. Wurzel genau beatimmen ; u. s. w. 

53. Multipliziert man einstellige Zahlen mit sich selbst, 
h. bildet man deren Quadrate, so bestehen die Resultate 

ins ein- oder zweiziffrigen Zahlen; mithin mufa um- 
gekehrt die Quadratwurzel aus einer ein- oder zweiziffrigen 
Zahl eine einziffrige Wurzel ergeben. Bildet man die Quadrate 
reistelliger Zahlen, so sind die Resultate drei- oder 
erziffrig und inufs umgekehrt die Quadratwurzel aus 
einer drei- oder viei-ziffrigen Zahl eine zweistellige Zahl sein. 
Hieraus folgt, dafs eine mehrstellige Zahl, aus welcher die 
Quadratwurzel gezogen werden soll, vonrechts nach links 
Klassen von je 2 St eilen geteilt werden mufs, wobei 
die links stehende letzte und höchste Klasse auch nur eine 
Stelle erhalten kann. So hat z. B. die Zahl 8 3i|69|03, wenn 
sie wie angegeben, zum Zwecke des Ausziehens der Quadrat- 
wurzel in Klassen geteilt wird, 4 Klassen; die gesuchte Wurzel 
jQurs also eine 4zifi'rige Zahl werden. 

54. Erhebt man einstellige Zahlen zur dritten Potenz, 
80 bestehen die Resultate aus 1-, 'i- und Bzii'frigen Zahlen; 
umgekehrt mufs daher die Kubikwurzel aus aolchen Zahlen 
einstellig werden. Bildet man die dritten Potenzen zwei- 
stelliger Zahlen, so werden die Resultate 4-, 5- und tjstellig; 
umgekehrt mufs daher die Kubikwurzel aus derartigen Zahlen 
zweistellig werden. Für das Ausziehen der Kubikwurzel ist 
es daher notwendig, die zu radizierende Zahl von rechts 
nach links in Klassen von je 3 Stellen zu teilen, 
wovon die links stehende höchste Klasse auch nur 2 oder 
nur 1 Stelle erhalten kann. So hat z. B. die Zahl 8|34b|903, 
wenn sie bebufe Ausziehung der dritten AVurzel geteilt werden 
soll, 3 Klassen; die gesuchte Wurzel mufs also eine Satellige 
Zahl werden. 

Einige Beispiele sollen die beim Ausziehen der Qaadrat- 
und Kubikwurzel einzuschlagenden Wege klarlegen. 

Ansziebcn der Quadratwurzi'l. 

35. Die Grundlage für das Ausziehen der Quadratwurzel 
[ bildet die in Kap. IV unter 20, J) gegebene Formel: 
(a + bf =a*-f 2ab + b-, 

Um aus der rechten Seite dieser Gleichung die Quadrat- 
I Wurzel auszuziehen, ziehe man sie zunächst ans dem ersten 
[Gliede a'; dieselbe ist = a, und bildet a daa CT%\.ft OiW^i. ^ife-t 



- 4ft - 

gesQcbten Wurzel. Erhebt ni»n a in das Quadrat => a- unil zit}6 

mun ft* von der rechten Seite der Gleichung hIj. so bleibt d 

B«st 2&h -|- 1>* Übrig. Nun bilde luau dus doppelte Produkt da 

l.a^r+^ ab+"b* = a -j- b 



2.a= 2ai +2ab + b« 
. a . b = — '^ab 

— b« 



b' = 



ersten Gliedes a der Wurzel '^ 2ft und dividiere mit 2a in in 
erste Olied 2ab des Bestes^ so erhält man als zweites Glirf 
der Wurzel den Wert h. Mit h multipliziere man den Werl 
2a = 2ab, bilde ferner das Quadrat des zweiten Gliedes do 
Wurzel = b' und subtrahiere nun 2ab und b' vou dem obige« 
Rest ; der jetzt entstehende Rest wird dann gleich Null unJ 
die gesuchte Wurzel ist genau = a4-b. 

öti. Bei bestimmten Zahlen ist das Verfahret) genau 
duMSülbe : 

a) Soll z. B, aus der Zahl UOSö die Quadratwurzel 
gezogen werden, so teile man die Zahl von rechts nach linki 
in Klassen von je 2 Stellen, suche aus der höchsten Klasse 90 
die grHfste Wurzel = 9 und setze 9 = a; bilde a° = 9^ =81 
und ziehe m von 90 ab. Zu dem Hest 9 nehme man die 
erste Stelle 2 der zweiten Klasse herunter und dividi 
2ft = 2.9»=18 in die Zahl 92. Diese Division ergieht den 

= 95 



a"_ 




0>- 


1/90 25 
81 


2a — 
2ab — 2 

b'- 


2 
9 


.9- 
.5 — 


LSi 92 
90 
25 
25 




Quotienten 5, welchen man = h setzt. Nun bilde man das Pro- 
dukt 2 ab =« 2 . 9 . 5 = 90. ziehe 90 von 92 ab und nehme la 
dem sich ergebenden Rest 2 die zweite Stelle 5 der zweiteo 
Klasse herunter, wodurch die Zahl 25 entsteht, Bildet man 
jetzt b* =^ 5- = 25 und subtrahiert man ö^ von 25, so ergiebt 
sich als Rest Null und ist die gesuchte Wurzel die Zahl 95. 
b) Geht die Division nicht wie im Beispiel unter a) auf, 
Hondern ergiebt sich nach der Subtraktion von b* noch ein 
Rest, so nimmt man bei einer mehrklassigen Zahl die erste 
Stelle der dritten Klasse zum Best herunter, betrachtet die 
^.beiden ersten Stellen der gefundenen W urzei M* 



tiinen als a und dividiert mit dem ueuen Produkt 2a ial 

Ijvorher gebildeten Rest; ein Verfahren, welches sich bcj.] 

■ neuen Klasse niederholt. (Siehe folgendes Beispiel.) 





l/7|91|29169 


2' — 


4 


2.2- 


4|39 


2.2.3 — 


32 




71 


8' — 


64 


2.28- 


&6172 


.28.1- 


56 




169 


1'- 


1 


2.2B1 — 


5G2j 1686 


231 .3 — 


1686 



c) Erhält man bei der Division eines Restes durch das Produkt 
2a den Quotienten Null, so verfährt man folgendermafaen: 



|/l|10|2ö = 105 

a»= 1»= J 

2a = 2 . 1 = 2| ] = Null mal ! Polglich mufs die ganze 

zweite Klasse und die erste Stelle der dritten 

Klasse heruntergenommen werden, wodurch 

im Hest die Zahl 102 entsteht; a wird jetzt 

= 10, folglich 2a = 2. 10 = 20, und mufs nun 

mit 20 in die Zahl 10? dividiert werden. 

2a = 2.10 = 20|102 

2ab = 2.10.5= 100 

21) 

b^ = 5" = 20 . 



d) Ist auseineni D ezimal liruch die AVurzel zu zieht 

BO kommt stets anf das Dezi mal komina ein Klasse 

strich zu stehen und werden die (ranzen des Dezimalbruchs 

von rechts nach links, und die Dezimalstellen von 

links nach rechts in Klassen von je 2 Stellen geteilt. In 

der gefundenen "Wurzel wird das Dezimalkomma 'ä'tö,'*, V\^\.'st. 



1 
I 



— 48 — 

-C,* Ä*t.l <r*!«Krt'/,t, welche sich als Quotient bei d 
)/,r ;%;',{$ it>r letzten Klasne der Ganzen des Dezimalbrac 
■dnw«. 4»* IVxIukt 2 a ergab. 



*. B<rUpi<!l, 



a k 
a k 



l/20|02,|56|25 = 44,75 
a'— 4*=_16_ 

2a - 2. 4 =-81 40 

Uh - 2.4.4= 32 

82 
»,»-. 4«= 16 



2tt'- 2.44 = 881 665 
2 ah - 2.44.7= 616 



496 
};*^ 7"= 49 



i?a-- 2. 447 «.8941 4472 
2al) — 2.447.:)= 4470 



25 

b« — ■)•■' = 25 





''i' H"i».;H«.l. l/a|"l8iT9 = 0,43 

(i«-> 4*= _16_ 

2a - 2.4= 8|24 

2al> — 2.4.3= 24 



9 





;j, H<M«i,i.,i. i/ö;io^=o,26' 



a'' 



2a — 2.2= 4| 27 

2ab ~ 2.2.6= 24 



^6 



h« <» 6« = 36 





4. HeiKpifl. /ÖSWIÖT 169"= 0,0013 

a«= 1'-'= ] 



2a = 2.1= 2| 6 

2ab= 2.1.3= _6_ 

9 
b«= 3*= _9^ 





— 49 — 

P*^ e) Ist der Wert der Wurzel nur annähernd zu bestim- 
men, geht die Wurzelausziehung, nachdem die letzte Klasse 

a b heruntergenommen 

T~b. worden ist, nicht auf und 

TT wünscht man noch 

l/l|50,|00|00l . . . = 12,247 . . . einige Stellen der Wur- 

a^ = 1 zel zu kennen, so wer- 

2a = ^ den die fehlenden, noch 

«2 ab = 4 zur Wurzelausziehung 

~77T — erforderlichen Klassen 

jL2 __ A durch Nullenpaare er- 

o _ d ii nc\ setzt. Soll z. B. aus 

Oh '~ äI ^^^ ^^® Quadratwurzel 

^ ab = "^Q gezogen werden, so kann 

120 man statt 150 die Zahl 

fc^ = j_ 150,0000 setzen. 



2a==244|1160 (Siehe nebenstehendes 

u. 8. w. Beispiel.) 

Übungsbeispiele : 

l/i22"5; i/676; l/l63216 ; 1/15129; l/25836889; l/5499Ö25. • 
1/5878888828164 ; l/44Ö16Ö4 ; l/9Ö54Ö8T ; l/l236544 ; i/123454821. 
1/8245911249ÖÖ ; /2v!7,7881 ; i/0,013689 ; i/Ö;ÖÖC)56644. 

1/25,0007000049 ; \/^; i/208827064576. . 

Ausziehen der Kubikwurzel. 

57. Die Grundlage für das Ausziehen der Kubikwurzel 
bildet die in Kap. IV unter 20, 3) gegebene Formel : 
(a + b)» = a=^ + 3 a^b -f- 3 ab^ + b«. 

Soll aus der rechten Seite der Gleichung die 3. Wurzel 
gezogen werden, so ziehe man sie zunächst aus dem ersten 
Gliede a^ ; dieselbe ist = a, und bildet a das erste Glied der 
gesuchten Wurzel. Erhebt man a in die 3. Potenz = a^ und 
zieht man a^ von der rechten Seite der Gleichung ab, so bleibt 
als Rest 3a^b -f- 3ab^ -f- b^ übrig. Nun bilde man das 

3 



a» — - 


l/a» 4- 6 a?b + 3 ab* + b* = 
a» 


> a-f-b 


3 a«- 
3a«b = 


3a2 üa-b + Sab-H-b» 
3a*b 




Sab« — 


4-3ab-4-b'« 
3 ab« 




b» = 


b" 







Weiekert d. Stolle, Afaschlnenrechnen. 
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3-bdie (Quadrat der gefundenen Wurzel a = 3a,- und dr 
ant 3 a* in das erste Glied 3a^b des Restes, so erhält 
*!• zirdteti Glied der Wurzel den Wert b. Mit 1) multipliziere 
naa den Wert 3a*=;)a'b, bilde ferner das Produkt aus 
dfcin 3'faclien ersten Gliede a der Wurzel und dem Quadrat 
de« zweiten Gliedes b = 8al)*, und endlich nocb die 3. Potenit 
ijft» itweiten Gliedes b der AVurzel = b^. Subtrahiert man 
d«tt Wert 3a"t) + 3ab' -|- b* von dem obigen Best, so bleibt 
Xoll übrig und die gesuclite Wurzel ist genau =a-j-b. 

58. Bei dorn Ausziehen der Kubikwurzel aus bestimmte» 
Zahlen Mi genau derselbe Weg einzuschlagen, wie unter ö7| 
anK^({eben; es gelten auch liier, aufser der Einteilung 
in Klausen von je 3 Stellen, die unter 56 b, c, d und e) 
{«-^ebenen Kegeln. 

a) Um z. K. nus der Zahl 185193 die Kubikwurzel aus- 

zvzi«tien, teile man die Zahl von rechts nach links in KlasBeo 

fOu je .'J Htell»n, suche aus der links stehenden höchsten Klasse 

18fi dift grörste Kubikwurzel =5 und setze 5 ^ a; 

a^ = ä^ = 125. 

|/]85ir93-57 ?;*" ''^j Trn '^V' 
ft*= r,» =i \Y^ ■ Zu dem Eest CO nehme 

- ,, \~ ■^-^T—i'KV '"'*" ^'^ ^T%\.& Stelle 1 

a ii.""o ..;"l "■ '^l rni der zweiten Klasse her- 

gab — .). ;> . 7 =. !>^0 unter und dividiere mit 

7G9 ;-ia^ = 3 . ä= = 75 in 

3ab' =3.5.7-== 735 die erhaltene Zahl 601. 

343 Die Division ergiebl 

l^a^ 7"^ 343 den Quotienten 7. wel 

Q clien man = b setzt. 

Nun bilde man das Pro- 
dukt 3a*b = 3 . 5' . 7 = 535, ziehe diese Zahl von (.iÜI ab und 
nehme zu dem entstehenden Rest 7C die zweite Stelle 9 der 
zweiten Klasse herunter. Von der so entstandenen Zahl 7l)!l 
subtrahiere man das Produkt Sab- ^ 3 . 5 ■ 7^ => 735, wobei 
»ich der ilest 34 ergiebt, Fügt man zu diesem die 3. Stelle Ji 
der zweiten Klasse hinzu und subtrahiert man von der so ent- 
standenen Zahl 343 den AVert b» = 7''=343, so wird jetzt 
der Best gleich Null. Die gesuchte Wurzel ist also die Zahl 57. 
Wären noch mehr Klassen vorbanden, so würde sich das 
Verfahren genau wiederholen, nur müfste man jetzt die Zahl 
57 ^ a setzen und nun mit 3 a- ^ 3 , 57 * in den event. Best 
dividieren, so ein neues Glied b der Wurzel bestimmen, 

b) Soll z. B, aus 0,08 die 3. AVurzel gezogen werden, so 

..setze man 0,08 = 0,08000000 (vergl. Text zu 56c), 

i waus folgt : 




^ 




3.43^= 5547|4930 = Null mal! Folglich murs 
die ganze dritte Klasse und die 
erste Stelle der vierten 
herunter; a ist jetzt ^ 430 und 
wird nun 3a* = 3. 430', d. h. 



3.430V 
. 430^ . 8 



55470Ü'4930000 
4437600 



. 4924000 

3256q_ 

" 4841440 

512 



3. 4308' =.556765921 48409280 



Sbongsbehplele; 

1/262144; l/4Ö522i; /r2i67; 1/1331; l/l0648i 1/01125. 



1/1191016; 1/700227072; l/2823331H125i l/42,875; i7l2,326391. 



l/0,001771&61 ; [/Ö, 



1/730,215675125. 



59. Soll die Quadrat- oder Kubikwurzel aus einem echten 
oder unechten Bnich gezogen werden, so verfahre man entweder I 
nach dem in Kap, IX unter 49) angegebenen Verfahren, oder 
man verwandle den gewöhnlichen Bruch in einen Dezimalbruch. 







I/50 



^\/bQ oder: 






■>. Beispiel. 1 7=|-M '••.Ü'^mT:^;,',^^^ 



oder: I 7 = i'ö^s;?,; 
t'iiuDi^b<^ifiplel(*: 



3 
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Zweiter Teil. 
Mechanik. 



Einleitung. 



I 



Die Mechanik behandelt die Lehre von der Bewegung 
Mpd dem Gleichgewichte der Körper. 

■i Soll ein Körper aus dem Zustande der Ruhe in den der 
^■tregung Übergehen, oder soll ein in Bewegung beündlieher 
^Krper entweder seine E,icbtung oder seine G-eschwindigkeit 
mdera, so ist hierzu eine äufsere Ursache erforderlich, welche 
man „Kraft" nennt. Es wird sich daher auch die Mechanik 
insbesondere mit den Kräften und der verschiedenen Wirk- 
^mkeit derselben, sowie mit den Hindernissen, welche dieser 
"Wirksamkeit entgegentreten, beschäftigen. 

Ebenso bespricht die Mechanik auch die Bedingungen, 
unter welchen Körper den auf sie einwirkenden, bewegenden 
Kräften zu widerstehen vermögen; sie behandelt also auch 
■die Widerstandsfähigkeit oder Festigkeit der in der Praxis 
verwendeten Materialien. 

Scbliefslich bespricht die Mechanik auch noch besondere 
mechanische Vorrichtungen — die sogenannten Maschinen — 
unter deren Anwendung man eine als zweckmäfsig erkannte 
Bewegung einleiten oder einer nicht gewünschten Bewegung 
■vorbeugen kann. 

Die Materie, aus welcher auch alle Körper bestehen 
mögen, ist nicht befähigt durch sich allein eine Bewegung 
anzunehmen, oder eine einmal erhaltene Bewegung umzu- 
ändern, wenn nicht äufaere Ursa,chen — Kräfte — auf sie 
einwirken. 

Man nennt diese Eigenschaft der Materie Trägheit oder 
Beharrungsvermögen, 

Jeder materielle Körper bleibt also so lange in Kühe, 
als keine Kraft auf ihn einwirkt und jeder einmal in Be- 
wegunggesetzte materielle Körper behält eine einmal empfangene 
Bewegung sowohl der Kichtung als auch der Stärke nach 
für immer bei, wenn ihm keine Hindernisse — Kräfte — ent- 
gegengesetzt werden. 
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"rw^^m — 

Man nu^i (lüliur: ' 

Kr»ft (Ht die Ursache jeder Bewegang 
U*w««iin(tiiilndorung materieller Körper. 

<':t feie lif{« wicht üwischen zwei oder mehrereD 

wir4 lAitU-tiudeu, wenn die Wirkungen dieser, eine cdI 

(«Mizl« Bewegung urstrobetideu Kräfte sich aufbeben, d. 1l 

ÜpeUtU «ilUl. 

K« Ut liiorbei nicht niitwendig, dafs die thätigen KräAe 
•«U«l «infuidnr genau gleich sein müssen ; vielmehr kommt et 
IfMfM Hilf diH boHondcren Verhältnisse an. unter denen sie 
ihiH Wi rkanriiknit HUillben. 

fui l)l«i(:hgiiwiditH/.ustand kann sich sowohl ein ruhend« 
»I« tili bfiwi-gli^r Kiiriicr befinden; letzterer dann, wenn er 
KIM iitiiiiui iiiigcn'iiiJirii'Uf Bewegung, trotz der Einwirkong 
*im Krilft4.'H, welche dio Bewegung umzuändern suchen, bei- 
MMt. 

%•> l«t %, B, aln Buf cinüin Tiaube ruhender oder ein an einem Fada 

Mtiiu«ii4W iCJ'PtMr im (iiinoh gewicht mit dem auftretenden Gegendruck 

'w 'rti((h(il»tUt iiilST mit der in dem Faden auftretenden SpannoDg. 

l»>f*riil mkn Ji«)o(ih dia Tiiuli^iUtle oder durch schneid et man den Faden, 

I W>r<l 'l«lrifl' ilai Üleichgewlohl gestört u, wird der Eürper. dem Ge- 

' * i|*r Hvtiwero folgern), Ulleii. 

I)j« Lehre, welche die Bedingungen klarlegt, unter denen 
iiUAi melirnro KrUfte dun Gleichgewicht halten, beifst „Statik", 
wKliroiid dift hehre, welche von der Bewegung der Körper 
, tuuidelt, „Dynamik" genannt wird. 



Erstes Kapitel. 
Die verschiedenen ßewegungsarten. 

Itewcgung ist die Ortsveränderung eines räumlichen 
\ GegernttandeH. l)ie Heüienfolge der Orte im Räume, welche 
I«in bewegter Gegenstand nach einander annimmt, nennt man 
l-winen Weg oder seine Bahn, 

' Die Richtung einer Bewegung ist entweder veränderlich 

oder unveränderlich ; im ersten Fall nennt man die Bewegung 
eine krummlinige, im zweiten fall eine geradlinige. 

Die Bewegung selbst kann wieder eine gleichförmige oder 
ungleichförmige sein, je nachdem bei der Bewegung in beliebig 
gleichen Zeitabschnitten gleiche oder ungleiche Wege zurück- 
gelegt werden. 

Bei der Bewegung eines Körpers können folgende Fälle 
- eintreten: 



]J Alle Piiiilite bewegen sich in gleicher Eichtuag; (eia- 
fortsch reitende Bäweguiig). 

2) Die Punkte bewegen sieb um eine rubende Gerade 
lentrischen Kreisen; (einfach drehende Bewegung). 

3) Die Punkte bewegen sich um eine fortschreitende 
pde; (drehend fortschreitende Bewegung). 

Bei der einfach fortschreitenden Bewegung eines bestimmten 

:tea wird der Weg gemessen durch die Länge der Linie, 
■eiche den Weg bildet. 

Bei der drehenden Bewegung wird der AVeg gemessen 
«ntweder durch den am Mittelpunkt der Drehung von einem 
heatiramten Radius gebildeten Winkel, oder durch die Länge 
des diesem Winkel zugehörigen Bogens, dessen Radius die 
Jlinheit ist; oder durch die Anzahl der in bestimmter Zeit 
lendeteu Umdrehungen. 

Die Geschwindigkeit einer jeden Bewegung wird 
lessen durch den Weg, welchen die ah gleichförmig 
. ihte Bewegung in der Zeiteinheit (der Sekunde) her 
fingen würde. 

Ist die Geschwindigkeit veränderlich, so tritt entweder 
eine beschleunigte oder eine verzögerte Bewegung ein. 
scbleunigung oder V>rzögerung können wieder gleichförmig 
oder ungleichförmig sein. 

Gleichförmig beschleunigt oder verzögert nennt man eine 
Bewegung, wenn die zurückgelegten Wege in gleichen Zeiten 
immer um das Gleiche zu- oder abnehmen. Ist die Zu- oder 
Abnahme ungleich, so nennt man die Bewegung eine ungleich' 
förmig beschleunigte oder ungleichförmig verzögerte. 






Gleichförmige Bewegung. 

Die Länge des Raumes, welchen ein Körper während sei 
Bewegung durchläuft, nennt man seinen Weg. Legt der 
Körper in gleichen Zeiten gleiche Wege zurück, so ist seine 
Bewegung eine gleichförmige. 

Die Gröfse oder Stärke der Bewegung wird durch die 
Geschwindigkeit gemessen, mit welcher die Bewegung statt- 
gefunden hat. Man versteht unter Geschwindigkeit den 
Weg, welchen ein Körper in der Zeiteinheit — in einer 
Sekunde — zurücklegt. 

Häufig giebt man aber auch die Geschwindigkeit in anderen 
Zeiteinheiten als in Sekunden an. Zu Angaben über die 
Umdrehungszahl eines Rades, der Hubzahl einer Maschine 
u. s. w. benützt man gewöhnlich die Mmute-, i.^ ^t\\;^^'Q..l 
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Juber die Geschwindigkeit eines Eisenbahnzuges, eines Schiffes 
u. s. w. die Stunde als Zeiteinheit. Immer steht die Gröfse 
der Zeiteinheit im Verhältnis zur Gröfse der Geschwindig- 
keiten oder zur GrÖfse der Wege. 
Es kommen, wie ersichtlich, bei der gleichförmigen Be- 
wegung nur die drei Gröfaen; Zeit, Geschwindigkeit 
and W eg in betracht. 
Hat ein in gleichförmiger Bewegung befindlicher Körper 
eine Geschwindigkeit von 10 m, legt er also in jeder ein- 
zelnen Sekunde einen Weg -von 10 m Länge zurück, so wird 
er in einer Sekunde i mal 10 m, in 2 Sekunden 2 mal 10 m, 
IQ 5 Sekunden 5 mal 10 m, in 100 Sekunden 100 mal 10 lo 
n. B. w. fortgeschritten sein. 
Bezeichnet man jetzt allgemein mit 
t die Zeit, während welcher die Bewegung vor sich geht; 
8 den Weg. welcher in dieser Zeit t zurückgelegt wird; 
V die Geschwindigkeit, mit welcher der Körper sich fort- 
bewegt, so ist der zurückgelegte 

Weg : s ^ V . t = (legchwindiekeit mal Zeit ... 1) 
d, h. der zurückgelegte Weg ist gleich dem Produkt aus 
Geschwindigkeit und Zeit. Hieraus erhält mitn ferner die 

Zeit;t--^= „ .'"!^... 2) 

V ueächwindiifkeit. ' 

t Zeit ^' 

Beispiele: *) 

schwimmt ein Körper in 45 Seknnden 36 KtUt 
die üeschwindigkeit dea Wsaaera au der Oberfläohef 
ist: t — 45 Sekunden tiod B = 3tl Keter, 
nach Pormel 3); v = — =i ^^ ^^ 0,8 Meter pro Sekunde. 

'Jl Wekhen Wea; legt eine Lokomotive in 30 Hinuten zurück, wenn 
i sich mit einer Geechwindigkeit von IL' Meter pro Sekunde gleicb- 
I näfaig fortbewegt!' 

Gegeben ist: t = 30.UO = JßQ0 Sekunden und v = 12 Meter. 
Mithin nftth Formel 1): b = v. t = la . 180U =311)00 Met«r. 

3) Ein Eiaenbahnzug bewegt sich mit einer Geschwindigkeit Yon 
S Meter lurt; welchen Weg legt er in einer Stunde und lö Min. zuriiokF 

Gegeben ist: v = i) und t = 75 . liO = 4-iOU Sek. 
Mitbin nauh Formel Ij: g = v . t = 9 .4 JUO = 40500 Meter. 

4) Welche Zeit braucht ein Pferd, um 21 Kilometer = 31000 MetH 
ickxuUgen, wenn es sich mit einer Geschwindigkeit von 5 Meter bewegt? ' 

*) Über die Kesultate aämtlicher nun folgenden Beispiele ist zu be- 
merken, dafs da. wo die Resultate in Form von Uezininlbrüchen gegeben 
■ lind, die letzte Stelle derselben um ! erhöbt worden ist, wenn die folfende, 
' nicht angegebene Stelle ^^ 5 oder gröl'ser ala fi war. ErgAb siiih die 
^treüende Stelle kleiner als 5, so blieb die vorhergehende StelleuQTerändert. , 



Geschwindigkeit: 




'^ 




- 57 - 


-1 




Gegeben i 


t; 8 = 2IIX)0 Ueter; v = 5 Uate 




Hithi 


nach Formel 2): 


, = i = ?i™_„„s.i,.= 


1 Sta. iU Hin 



5) Ein Fahrstuhl gebraueht 4 MiDuten Zeit, um eine Hcihe von l'i Meter- ^ 
au erreichen; mit welcher GeBchwiniiigkeit bewegt sich derselbe? 

Uegehen istr t = 4. 60 = 240 Sek.; b = 72 Meter. 

Mithill nach Formel 3): y = — = -^ = 0,"i Meter pro Sek. 

6) Daa Eett «iuer Eiaenhobelmaachine, welches sich vorwärts nnS 
kä<:kwS,Tt9 mit Bleicher üeBühwiodigkeil bewegt und bei jedem Zug* 

'«iuea "Weg von 2 Meter zurücklegt, macht in jeder Minute 4 Doppelziige, 
'-d. h. ea geht 4 mal vorwäiti und 4 mal rückwürta. Mit welcher Ge- 
schwind iitkeit bewegt sich das Bett? 

Gegeben ist; Weg in I Min. a = 4, 2 + 4 , U = 16 Meter 
und die Zeit t= 1 Min, = fiO Sek. 

Mithin nach Formel 3): v =; — ^ — ^= 0,207 Meter pro Sek. 

7) Eine Richtplatte von 2 Meter Länge um! 0,5 Meter Breite solt . 
einmal iibeihobelt wwden. Der Schlitten der Hobelmaschine hat eine- 
üeBchwindiakeit von 0,09 m. die Breite des Spanes beträgt 0,004 m. 
Welche Zeit iat hierzu erforderlich? 

Der Inhalt der abzuhobelnden Fläche iat: 2.0,5=^1 qm. 
In einer Sek. wird eine Pläohe bearbeitet von 0,09 . 0,004 = 0,00030 (im.. 
Folglich iat zum einmaligen Überhobeln der i^latte eine Zeit von 

-^v!;Tis = 2778Sek. = 46 Min. 18 Sek. erforderlich. 
t'iOtJOob 



Gebt bei der gleicliförmigeii Bewegung eines Körpers die- 
geradlinige RichtuDg des Weges iu eine kreisförmige über,. 
Bo dafa alle Punkte des Körpers um eine mit demselbeu fest- 
verbunden gedachte Achse Kreise beacli reiben, so entsteht die- 
drehende oder rotierende Bewegung (AVassenid, Schwungrad,. 
Zahnrad. Kurbel, Excenter u. s. w.) und zwar werden die- 
jenigen Punkte, welche am weitesten von dem Mittelpunkte 
der Achse entfernt liegen, den gröisten Weg zurücklegen, 
während derselbe gegen den Mittelpunkt hin immer melir 
abnimmt und im Mittelpunkt selbst gleich Null wird. 

Den Weg, welchen ein Punkt hierbei in einer bestimmten 
Entfernung vom Mittelpunkt in einer Sekunde zurücklegt, 
nennt man seine Umfangsgeschwindigkeit. 

Will man daher diese Geschwindigkeit genau bestimmen,. 
BO ist immer anzugeben für welchen Punkt des rotierende»- 
KÖrpers sie bestimmt werden soll, z. B. für den Umfang 
eines Schwungrades, einer Riemenacheibe; für den Teilkreis 
eines Zahnrades u. s. w. 

BeKeiclinet man mit 
d den Durchmesser des von dem betreffenden Punkte durch- 
laufenen Kreises; 



4 
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B Anzahl der Umdrehungen pro Minute, so ist clet 
Weg bei einer Umdrehung 

= ?r . d, das helfet gleich dem Umfange des Kreises, 
und mithin in einer Minute bei o Umdrehungen 

^^ TT ,d. n; mitiiin die Umfangsgeschwindigkeit pro Sek. 

folgt: ii=~ 5) 

(iü .V . 

»-^TTd ■ ■ - ; ''I 

Bezeichnet man ferner mit 
n die Anzahl der Umdrehungen der Kurbel einer Dampf- 1 

maschine pro Minute; 
s den einfachen Kolbenhub in Metern, 
80 ist die mittlere Kolbengeschwindigkeit pro Sek. 



''I 



folglich: n ^ -, 



^ 



Beispiele: 

1) Wie grofa ist die UrafangsgeBchwindidkeit einer Rieinenaclieilw 
■von 3 Mater Durchmeaser, wenn dieaelüe 120 Umdrehungen pro Min, machl^ 

Nach Formel 4) erhält man: 

2) Wie viel Umdrehungen pro Minute macht ein Schwungrad VM 
2,5 Meter Durchmeeser, wenn deaaen Umfangsgeschwindigkeit ? Mala 
beträgt V 

Nach Formel ü) erhält man ; 

60. V tiO.7 ,„.„ ,, , , 
n — — - = = 53,50 Umdrehungen. 

3) Welchen Durchmesser erhält ein Zahnrad, wenn dessen Umfangt' 

3 eecb windigkeit im Teilkreis 7,8b Meter beträgt und das Kad 150 l'»' 
rehungen pro Minute machen soUy 
Nach Formel 5j erhält man: 

. 60 . V 60 . 7.85 , ,, . 

d = • = 6-n~W, = ^ Meter. 

rr . n 3,14 . ibO 

4) Wie grofa ist die mittlere' Geschwindigkeit des Kolbens einH 
Dampfmaschine, wenn die Kurbel 46 Umdrehungen pro Minute macht 
«nd der einfache Eolbenhuh 1.2 Meter heträgt? 

Nach Formel 7) erhält man: 

v = —-=—^--=],ö4 Meter, 

5) Wieviel Umdrehungen pro Minute macht die Kurbel einer Dnmp^ 
maachiue, wenn die mittlere K-olbengesoh windigkeit '2,b Meter und det 
Kolbenhub 1,5 Meter betragen/ 



J 
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Nach Formel 8) erhält man: 

60. V 60.2,5 .nTT ^ 1. 
n ^ — — = ., , l = 50 Umdrehungen. 
2.8 2.1,5 ° 

6) Bei einer Pumpe, welche 40 Doppelhübe pro Minute macht, be- 
3 die mittlere Kolbengeschwindigkeit 0,4 Meter. Welchen Kolbenhub 
zt diese Pumpe? 

Nach Formel 9) erhält man: 

3 _ 60^ _ 60^ _ 3 Meter 
"-2.11- 2.40 -">^^«*«'^- 



sammenstellung einiger mittleren Geschwindigkeiten 

pro Sekunde: 

ganger 1,3 Meter 

d im Schritt 1,0 „ 

„ Trab 2,1 „ 

„ Galopp 4,5 „ 

seh am Göpel 0,6 „ 

, an der Kurbel 0,8 „ 

e am Göpel 0,6 „ 

rzug 12,0 , 

onenzug 15,0 „ 

ellzug 20,0 

ampfer 5,0 „ 

ser der meisten Flüsse 0,8 „ 

in Leitungen 1,0 „ 

im Saugrohr der Pumpen 1,0 „ 

„ Steigrohr „ „ 1,2 „ 

i in Gebläseleitungen 10,0 „ 

gewöhnlicher 3,0 „ 

günstig für Windmühlen . 6,5 „ 

Luft in Leitungen 2,7 „ 

mwind 15,0 . „ 

.n 30,0 , 

serräder 1,5 „ 

Isteine 8,0 „ 

äifsteine für Werkzeuge . - 9,0 „ 

el der Ventilatoren am Um£ange 36,0 „ 

Bsäge für Holz und heifses Eisen am Umfange . . . 40,0 „ 

blatt einer Balkensäge 2,0 „ 

„ „ Fourniersäge 10,0 „ 

„ „ Bandsäge für Holz 9,0 „ 

n w » n Eisen 1,3 

tten einer Metallhobelmaschine 0,1 „ 

eidzeug einer Holzhobelmaschine, drehend 12,0 „ 

•ehen guTseiserner Stücke am Umfang . 0,08 „ 

schmiedeeiserner Stücke am Umfang 0,12 „ 

er, am Umfang für Schmiede- und Gufseisen 

für Löcher bis 6 mm Durchmesser 0,18 „ 

„ „ von 6 — 25 mm Durohmesser 0,14 „ 

„ gröfsere Löcher 0,10 „ 

er EiSeitdrabt beim Ziehen 0,20 „ 

acher , „ „ 1,80 „ 

taube im Fluge \^,^ ^^ 
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Bftdhwn d«r Bolirpo« in Berlin 

SdttU ia der Luft 

Erdb|Qalor'Un)b(w*f[rM:hw 464.0 

£rd« «ttf ihm- Sabn tun die Sonne 300UU.0 

UOt «nJ Elednciürt 300000000.0 




dnrchlanfeii, I 



r tteschwiudig- 



r SchlitLichuhläufer bei ^ 



CbutgtlMlspiele:*) 

I) Welche Zeit brancbt ein FuTrgän^er um ', 
aeoa teioe mittlere Uetcbttindigkeil 1.4 m beträgt? 

LÖinng : t = I Sld. 23 Min. 20 Sek. 
V) Ein Fabritnlil beweiit «icli mit einer Geachwiitd^keit von 0.25 in. 
Welche Höbe erreicbt derwlbe in 3 BJio.? 

LSiuDg: 8^45 D). 
3) Wie grofs iat die mittlere UeEcbwindifckeit eines DftmpfsdiiSei, 
wenn dasaelbe in einer Stunde I^UOO m ziiracklef;t? 
LoBung: v^5 m pro Sekunde. 
i] Zwiiichen ßlitz und Knall einer Kanone vei^eht ein Zeitnnin 
von 9,8 Sekunden. In wekher Entreniung steht die Eanooe von 
beobHchter, wenn die (iescb windigkeit des Schalles za .^JH m ange- 
numnien wird? 

Losung: B^126[i,-i m. 
b) Welche Zeit braucht ein Uadfahrer, 
kcit von 5 in einen Weg von 12 km zurück! 
Lösung; t = -lU Uini 
ü) Welche Entfemuog kann ein gi 
Ueicbwindigkeit iu 2 Stunden durcheilen 

Losung; »^^^,64 Meilen. 
T) Welchen DurchniesBer erhält ein Wasserrad, wenn die UmCangi- 
ge«chwindigkeit ^= l,ö m und die llmdrehungazahl = lü betragen soll? 
LöauDK: d = 3,SliÖ m. 
8) Eine sühmiedeeiBeniB Welle von ÖO mni Durchmesser soll »h- 
t'cdreht werden, die UmfangB^eschwindigkeit soll Ü,1H m batragen. Wis 
viul Umdrehungen mufa die Welle in der Minute machen, um diese öe- 
«ohwindigkeit zu erreichen? 

Lösung; n^31 Umdrehungen. 
'l)J Wie grofH ist die Umfangsgeach windigkeit eines Rades TOD 
j 1^ m Durchmesser, wenn dasselbe bO Umdrehungen pro Uinute macht? 
Losung; 

lU) Eine Dampfmasuhine niacht fiO Umdrehungen in jeder Uinute; 
der KurbelhalhniesBer sei = U,4 ni. Wie grofa ist die mittlere Ge- 
Bchwindigkeit des Kurbelzapfeus':' 

Lösung: v=^'2,ö9 m. 

II) Wieviel Umdrehungen in einer Minute hat eine Drehbank bei 
dem Abdrehen einer Hiemenacheihe von 1 m Durcbineaser bu maoben, 
wenn die beate tlohniltgeBuh windigkeit Tö mm beträgt? 

Loaung; n = l,4,H Umdrehungen. 

*) Bei dem Lösen der Ubungsbeispieie ist namentlich von dem 
AnßLnger etreni; ku beachten, dafa die Werib für Weg, Zeit und <Je- 
■ohwindigkeit alets in den richtigen Einheiten eingesetzt werden, also 
Wogu und Ooachwiiiiiigkeiten stets in Meter und Zeiten stets in Sekunden. 




Vi) Welche Zeit erfordert das Abdrehen einer 80 ram starken und 
1,5 rn Inngen Welle, bei einer Schnittgeacbwindigkeit von 1(X> mm und 
änor Schnittbreite von 1,0 mml' 

Lösung: t ^= '',1 Stunden, 

13) Wie viel Doppelhübe pro Minute tnufa eine Pumpe roacheii, 
renn die EolbengeBoh windigkeit O.f) m und der Kolbenhub 0,S m be- 
ragen soll';' 

Lösung: n = fiO Umdrehungen. 

14) Wie grda iat die miftlera Kolbengeachwindiglieit einer Dampf- 
naachine, wenn dio Kurbpl 80 Umdrehungen pro Minute maobt und der 
tolhenhnb 0,8 m beträgt? 

LÖBung: v = 2,13 m. 



Zweites Kapitel. 
Gleichförmig beschleunigte Bewegung. 

"Wurde einem Körper durch die Eiowirkimg einer Kraft 
ine gewisse Geschwindigkeit mitgeteilt und hört die Wirkung 
lieaer Kraft plötzlich auf, so würde der Körper, infolge seines 
J eh arrunga Vermögens, mit dieser einmal erlangten Geschwindig- 
:eit sich weiter fortbewegen, wean keine Hindernisse vor- 
landen wären. Wirkt die Kraft andauernd, so wird der 
f örper nach Verlauf einer Sekunde eine bestimmte Geschwindig- 
:eit erreichen. Nimmt diese Geschwindigkeit für alle auf- 
inand er folgen den Sekunden um das Gleicbe zu. so wird die 
Jewegung eine gleichförmig beschleunigte, und nennt 
aan diese Geschwindigkeitszunahme dea Körpers in einer jeden 
lekunde seine Beschleunigung. 

Bezeichnet man mit v die Endgeschwindigkeit, welche 
in Körper nach Verlanf von t Sekunden erreicht bat, und 
lit p die durch die Einwirkung einer Kraft erlangte Be- 
chleunigung pro Sekunde, so ist diese Endgeschwindigkeit v 

■ nach der 1**" Sekunde = lp, 

. „ 2'" .. =2p, 
., . 3*- .- =3p, 
„ 10"" ,, = Ulp u. 8. w. 
Iflo nach t Sekunden : 

v^t.p = p. t 10) 

Der Weg s, welchen der Körper hei dieser Art der Be- 
legung zurücklegt, ergiebt sich aus folgender Betrachtung: 
Wollte man, dafs der Körper bei gleichförmiger Be- 
legung den Weg s in derselben Zeit zurücklegen sollte, wie 
lei der beschleunigten Bewegung, so müfste er sich mit einer 
sittleren Geschwindigkeit fortbewegen, welche avch. &\i.^ 



ta 



[der ÄnfaDgS' und Eodttescb windigkeit des mit beschiel 
Bewegung fortschreitenden Körpers ergiebt. 
Geht aber ein Körper aus dem Zustande der Ruhe in den dw 
beschleunigten Bewegung über, ao ist seine Anfangsgeschwindig- 
keit := = Null ; die nach t Sekunden durch die Beschleunigung 
p erlangte Endgeschwindigkeit nach Formel 10) v ^ p . t, mit- 
biu seine mittlere Geschwindigkeit = T,^ = ^, und somit 
der in t Sekunden zurückgelegte AVeg: 
8=E^',t=^' II) 



Aus der Gleichung v = pt erhält manp^y and t=y 
setzt man diesen Wert für p in Gleichung 11) ein, so fol^J 

-^^=W-V ; 'äl 

oder den Wert t =» - in Gleichung 12) für t eingesetzt, nocb 
als dritter Wert für den zurückgelegten Weg: 

'-i-i-i_ "' 

und hieraus v = l/2 p s 14) 

Hatte der Körper in dem Augenblick, wo die Beschleuni- 
gung begann, schon eine Anfangsgeschwindigkeit c, so ist seint 
nach t Sekunden erreichte Endgeschwindigkeit: 

V = -|- p . t 15) 

und der in diesen t Sekunden zurückgelegte Weg : 

1) s = ct + ^ 16) 

II) s = (^j . t 17) 

in)s = %-^^ 18) 

folglich: v = l/cä+"2p^ - 19) 

Beispiele: 

1 ) Ein Körper hat durch Einwirkung einer Kraft eine Beschleunigonf 
von 2 m erlangt; welche Endgeschwindigkeit hat derselbe nach 10 Se- 
kunden erreicht? 

Nach Formel 10) erhält man: 

v = pt = 2.10 = 20m. 

2) Welchen Weg hat derselbe Körper in diesen 10 Sekunden 
zurückgelegt? 

Nach Formel 11) erhält man: 

oder nach Formel IJ); 



" .Tekr^lil'.™™ ^ 
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3) Ein Körper bat bei gleicbförmiK lieachleunigter BeweBuog ib ^ 
iunden einen Weg von 50,4 m zurüokgelegl ; wie grora ist seine 
inigang? 

Aus Formel Jil « = "- p 



JJ) s 



'- erhält r 



an dnreh Umformiing: 



4) Durch gleichförmige BeBchleunigung ist ein Wagen in H Minuten 
einer Geschwindigkeit von 1,4 m in eine aolohe von '^,6 m versetzt 
den; welchen Weg hat der Wflgen in dieser Zeit iurückgelegt? 
Naclj Formel 17) erhält r 



<^^)--Q^-'^- 



8, 60 = -s-. ^80 =1200 n 



5) Ein Körper hat eine An fangage seh windigkeit von 8 m und er- 
■t in jeder Sekunde eine BeBchleunigunff von 1,5 m; welche Gesebwindig- 

Kcit wird derselbe nsch Verlauf von 4 Sekunden erreicht haben? 
Nach Formel 15) erhält man: 

v = c + pt=a + a,5.4 = M m. 

6) Welche Endgeschwindigkeit erreicht ein Körper, welclier durch eine 
Beschleunigung von 1,3 in einen Weg von 60 m zurückgelegt hatl* 

Nach Formel 14) erhält man: 

V = i/i^s = l/27l,3 , 60 = 1 2,49 in. 
ÜbRngsbelspIele: 



I) Eine ■ 



' schiefen Ehene herab roll ende Kugel hat i 



ind erhält 
B grofs ist die Ge- 



rn und erhält 
( m. Welchen 
ickgelegt? 



Anfange der Bewegung schon eine Geeehwindigkeit v 
lieim Herabrolien eine Beschleunigung von 2 
schwindigkeit der Kugel nach i Sekunden? 

Lösung; v^lS m. 
'?) Ein Körper besitzt eine Geschwindigkeit von 
ilurch Einwirkung einer Kraft eine Beschleunigung vo: 
Weg hat der Körper nach Verlauf von 20 Sekunden z 
Jjjaung: 8 = 520 m. 

3) Ein Körper hat durch Einwirkung einer Kraft eine Besehleuiii- 
Cun^ von i,5 ra erlangt; nacli welcher Zeit wird der Körper eine End- 
ge schwindigkeit von ,10 m erreicht haben!' 

Lösung: t=;20 Sekunden. 

4) Welche Beschleunigung erhält eine Kanonenkugel in dem Lauf» 
eines 5 m langen üeschützeg, wenn sie mit einer Geschwindigkeit von 
-i50 m hei der Mündung ankommt? ' 

Losnng: p= 20350 m. 

5) Wie grofs ist die Beschleunigung eines Steines, welcher 7 
künden braucht, um einen 240,5 ra tiefen Schacht zu durchfallen? 

Lösung: p ^= 9,81 m. 

6) Ein Eiaenbalinzug geht aus der Hube 
beschleunigte Bewegung über, so dnfs derselbe i 
Weg von 200 m zurückgelegt bat. Wie grofs 
und seine Geschwindigkeit nach 40 Sekunden? 

Losung: p^ 0,25 m. 
v= 10 m. 



n eine gleichförmig 

I 40 Sekunden einen 

l seine Beschleunigung- j 




Gh'it liiii eng KxzBeerte Bewegung. 

TWB*rB i. » i«»n am nqatä I l«r Widir- 

«<<ä<a. SüBt Sae r 1 ' fpiiit i lakii i iiii, witlir 

«we (IcichfSraig verz«g<rt«. 

c & ABfaBgl£«sekvimdiefccit osa Körpers; 
^^^ p die GoK^viiidi^hBteabBakH« n «ner Sekonde; 

^^L t ^äeZeit, iavclt&H-da-KäiptrzvBatehiaiint, soist: 

^■^ «-»■« - 20) 

^^^W dord] die Veno^enag p.t die 6cackviadi^eit c aofge- 
f^^^ zebrt werden maTi. PerDcr Ab ia t Sekaaden zarückgelegte 
Wej: 

II)« = 7.f 21) 

I n)t_=^ 22) 

ni) .-|1 33) 

Di« nHch t Sekunden erlangte Endgeschwindigkeit 
«ine« Körpen, welcher eine Anfangsgeschwindigkeit c b&t, 
wird daher sein; 
v = c — p.t 24) 
tinil (\or in diesen t Sekunden zarnckgetegte Weg: 
I) 8 = et— |.t' 25) 
ll)8=(4^).t 26) 
1")« = ^^' 27) 
Beispiele: 
n Kin Kinmbtthiizug- hat eine üeBch windigkeit von 12 m; derselbe 
wird nun 'lorKrti^ {{"'"'emat, diTe eeine Oeach windigkeit in jeder Seki 
um 0,1U m Hlinimnit, Wie ^ufs wird seine Geschwindigkeit noch 
i\ Hehiiiidflti ■rinV 

Nnuli Kormd '^4) erhält man; 

V=.o — pt= 12 — 0,73.6 = 7,5 m. 
5) In welcher Zeit wird dieser Zug zum SlillBtand gelangen? 
Aui Formel 20) o^pt erhält man durch Umformung: 

t = - = T I; = Iti Sekunden. 
P 0,Tri 
;l) Wclchan Wpb h«t üiesi-r EiaenbabnKUjt, vom Storaent des Bi 
Iwt vi^rvcliUAl, lii* ■um Slillatnnd luriickgelegt ? 
Niicli Formel :>:n erliSIt man: 

• ~ ^.\ " •» 'irra = -'^ "'■ 
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4) Ein Eisenbahnzug geht mit einer Geschwindigkeit von 16 m 
■von einer Station A ab und erleidet pro Sekunde eine gleichförmige 
Verzögerung von 0,05 m; derselbe kommt an einer Station B mit einer 
Geschwindigkeit von 3 m an. Wie weit war A von B entfernt? 

Nach Formel 27) erhält man: 

2 p 2.0,05 

übnngsbelspiele: 

1) Ein Eisenbahnzug hat eine Geschwindigkeit von 14 m. Nach- 
dem die Maschine abgestellt wurde, bewegte er sich noch 3000 m fort, 
ehe er zur Ruhe kam. Wie grofs ist die Verzögerung des Zuges in 
einer Sekunde? 

Lösung: p = 0,0326 m, , 

2) Eine auf einer Ebene fortrollende Kugel hat eine Geschwindig- 
keit von 8,62 m; ihre Geschwindigkeit wird aber durch die Bewegungs- 
hindernisse in jeder Sekunde um (»,04 m vermindert. Nach welcher Zeit 
hat die Kugel eine Geschwindigkeit von 4 m erreicht? 

Lösung; t = 1 1 5,5 Sekunden. 

3) Welchen Weg legt die Kugel in vorstehender Aufgabe in den 
115,5 Sekunden zurück? 

Lösung: s = 728,8 m. 



Viertes Kapitel. 

Freier Fall der Körper. 

Fällt ein Körper im luftleeren Räume aus nicht unge- 
wöhnlicher Höhe frei herab, so nimmt derselbe infolge der 
Anziehungskraft der Erde eine gleichförmig beschleunigte 
Bewegung an, und hat man gefunden, dafs dieser Körper in 
einer Sekunde einen Weg von 4,905 m Länge durchfällt. Es 
ist daher die Endgeschwindigkeit oder die Beschleunigung 
des Körpers nach Verlauf einer Sekunde doppelt so grofs, 
d. h. = 9,81 m (nach Formel 12), welcher Wert allgemein 
mit dem Buchstaben g bezeichnet wird. 

Die vorstehenden Formeln für die gleichförmig be- 
schleunigte Bewegung finden auch hier ihre Anwendung, und 
ist eben nur für p die Fallbeschleunigung g = 9,81 zu setzen. 

Wird iein Körper mit einer bestimmten Anfangsgeschwin- 
digkeit senkrecht in die Höhe geworfen, so wird diese Ge- 
schwindigkeit in jeder Sekunde um ebensoviel abnehmen, als 
sie beim Fallen des Körpers zugenommen hat. 

Es gebraucht daher ein senkrecht in die Höhe geworfener 
Körper genau soviel Zeit zum Steigen als zum Fallen. Ist 
der vertikal aufwärts geworfene Körper 12 Sekunden ausge- 
blieben, 80 ist er 6 Sekunden lang gestiegen und 6 Sekunden 

lang gefallen, und würde deshalb nach der Gleichung s = |^ t^ 

9 81 

einen Weg s = ^-^ .6.6= 176,58 m zuxüok^'d^^X. V^'^^s.. 

Weiekert n. Stolle, Jilhschinenreclineii ^ 
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Ea ist mitlüu die Gröfse des Weges, welclicn eiu Körper I 



; Anfang der Bewegung durcli 



In ( 



■ Sekunde . 
Sekunden 



■i 



.fällt ; 



nach Formel 11): 



1 



^^ sclileuoigung durclifHllene "Weg mit dem Quadrat der Zeit 
zunimmt, d, h, in 2 Sekunden wird ein 4 mal gröfaerer, in 
3 Sekunden ein 9 mal gröfaerer, in 10 Sekunden ein 100 mal 
grfjfserer "Weg zurückgelegt, als in einer Sekunde, 

Der Fallranm in einer beliebigen einzelnen Sekunde 
wird erhalten, wenn man von dem ganzen Fallraum, welchen 
der Körper bis zu Ende dieser beliebig angenoraraeten Sekunde 
durchfallen hat, denjenigen der vorhergehenden Sekunde 
subtrahiert. Demnach ergeben sich die Fallräume: 
In der ersten Sekunde 



n rper I 

i 



ilan 



arsieht hieraus, dafs der mit gleichförmiger Be- 



1^ = 3-^ 
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Beispiele: 

1) Welchen Raum durchfällt ein Körper in 8 Sekunden, und welche 
Endgeschwindigkeit hat derselbe erlangt? 

Nach Formel II) erhält man: 

s = -|^.t3 = --'1^.64 = 313,92 m. 

Die Endgeschwindigkeit bestimmt sich aus Formel 10): 

V = g . t = 9,81 . 8 =t= 78,48 m. 

2) Welche Endgeschwindigkeit erreichte ein Körper, der 60 m durch- 
fallen hat, und welche Zeit gebrauchte derselbe hierzu? 

Nach Formel 14) erhält man: 

V == i/2gs = i/2 . 9,81 . 60 == 34,31 m. 
Aus Formel 10) v = g . t erhält man die Zeit : 

t = — = - ' = 3,5 Sekunden, 
g 9,81 

3) Welche Anfangsgeschwindigkeit hatte ein Körper, welcher senk- 
recht in die Höhe geworfen wurde und 18 Sekunden lang ausblieb? 

Nach Formel 20) erhält man: 

c = g . t = 9,81 ..9 = 88,29 m. 

4) Welche Höhe hat dieser Körper erreicht? 
Nach Formel 23) erhält man : 

G« 88,292 _^_ 

^ = 2i = 279:81 = '^^^'^'"- 

Übungsbeispiele : 

1) Ein Dampfhammer wird 1,05 m hochgehoben und fällt dann 
frei herunter. Mit welcher Geschwindigkeit trifft er das zu schmiedende 
Eisenstück ? 

Lösung: v = 4,54 m. 

2) Bei einer Handramme wird der Bär auf eine Höhe von 1,6 m ge- 
hoben. Mit welcher Geschwindigkeit stöfst derselbe bei dem Herab- 
fallen gegen den Pfahl, und welche Zeit braucht er zum Herabfallen? 

Lösung: v = 5,6 m. t = 0,57 Sekunden. 

3) Wie hoch steigt ein Körper, der mit einer Geschwindigkeit von 
40 m senkrecht in die Höhe geworfen wird, und welche Zeit braucht 
er zum Aufsteigen? 

Lösung: s = 81,55 m. t = 4,07 Sekunden. 

4) Ein Körper, welcher senkrecht in die Höhe geworfen wurde, kam 
nach 18,5 Sekunden zur Erde zurück. Wie grofs war die Anfangs- 
geschwindigkeit des Körpers, und welche Höhe hatte er erreicht? 

Lösung: v = 90,74 m. s = 419,67 m. 



Von den Kräften. 

Jede Ursache, welche einen Körper bewegt oder zu be- 
wegen strebt, eine vorhandene Bewegung abändert oder ab- 
zuändern sucht, nennt man Kraft. 

Die Kräfte werden gewöhnlich eingeteilt in bewegende 
Kräfte und in Widerstände. Erstore können Bewegung er- 
zeugen oder verändern, letztere dagegen können Bev^e^wx^^^^ 



I 



»erhindiTit, luäfsigen oder gänzlich Temichten. 
tSodlich ItHtin jede bewegende Kraft auch als Widersf« 
'Iretcn. 

Die Krafle können durch verschiedene Ursachen erzeugt 
renlen; Durch die Anziehuneskraft der Erde; dnrch dis 
"üftkelkrüft der Menschen und Tiere: durch den Stofs nni 
uck de» Waasers, der Lul't, des Dampfes ; durch die 
lautizität der Federn, d. i. der Eigenschaft derselben, sich 
iHZudehnen oder zumammenzuziebeD: durch die Wirkung iet 
iktri^ität, des Magnetismus, u. s. w. 
Die Schwerkraft wird ausgenutzt hei Uhrwerken, Waaser- 
rn, Turbinen, Rammen u. s. w. 

Die Elastizität gaBfÖrmiger Körper findet man verwertet 
[aU treibendes Prinzipunsfrer Dampf-, Luft-, Gaskraft- Maschinen. 
iVtMterer Gewehre und Geschütze, 

Zu den Widerständen rechnet man die Reibung, die 
Icifigkeit der Seile, die Festigkeit der Materialien u. i 

Die Gröfsen der Ki'äfte werden durch Gewichte gemessen. 
AU Krafteinheit dient das Kilogramm; mau spricM 
dal.er von einer Kraft von 10. 20, .^0, 100 kg; d. h. die 
Wirkung dieser Kraft ist so grofa, wie der Zug oder Druck, 
widchcr von einem Gewicht von 10, 20, 30, 100 kg 
geübt wird. 

Man sagt auch, eine Kraft irgend welcher Art habe 
eine Gröfse von z. B. 20 kg, wenn diese Kraft befähigt ii 
Mii üewichtastück von 20 kg senkrecht empor zu heben, oder 
•cliwebend zu erhalten. 

Man hat bei der Wirkung der Kj'äfte nicht nur ihre 
Gnifsen, sondern auch ihre Richtung und die Lage des An- 
griffspunktes in Betracht zu ziehen. 

Den Angriffspunkt einer Kraft kann man ii 
der Richtung derselben beliebig verlegen, ohm 
die Wirkung der Kmft zu verändern. 

Man kann auch die Kräfte bildlich (zeichnerisch) durch 
Linien darstellen, Die Länge der Linie giebt alsdann die 
Gröfse der Kraft, die Lage der Linie im Eaume die Richtung, 
ein Pfeil au einem Ende der Linie den Richtungssinn und ein 
beliebiger Punkt, gewöhnlich ein Endpunkt der Linie, den 
Angriffspunkt der Kraft an. 

Wirken zwei oder mehrere Kräfte auf einen Körper, so 
wird es sich darum handeln, eine einzige Kraft aufzufinden 
und festzustellen, in welcher Richtung dieselbe zu wirken hätte, 
damit sie die gleiche Wirkung auf den Körper hervorbringt, 
wie die verschiedenen Kräfte zusammengenommen. Man nennt 
Verfahren, Gröfse und Richtung dieser einzigen Kraft 
aufzufinden, das Zusammensetzen der Kräfte. 
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Handelt es sich hingegen darum, die Kräfte aufzusuchen, 
! durch ihre gemeinschaftliche Thätigkeit dieselbe Wir- 
I auf einen Körper hervorbringen, wie eine einzelne Kraft, 
jMint man dieses Verfahren das Zerlegen der Kräfte. 
f Die Kräfte, welche eine einzige Kraft zu ersetzen ver- 
nennt man Seitenkriif te oder Komponenten, 
|die eine Kraft, welclie mehrere Kräfte zu ersetzen vermag, 
elkraft oder Eesultante. 



Fünftes Kapitel. 
Kräfte, welche auf einen Punkt wirken. 

Wirken zwei oder mehrere Kräfte P, P, , P^ (Fig. 1) 
«f einen Punkt Ä eines Körpers in gerader Linie und nach 
Efcinerlei E.icb- vie l 



Mittel- 
äraftgleicb der 
der 
^^zelnen Kräfte P, 
reelben Eich tun i 



B 



, P|, P.j und erfolgt die Bewegung nach 
Die Mittelkraft kann man sich in einem 
■■beliebigen Punkte der Linie AB wirksam denken. Bezeichnet 
l'lnan die Mittelkraft mit R, so ist: 

E = P + P, + P, 23) 

Wirken mehrere Kräfte P, P,. P,. Q, Q, (Pig. 2) in 
ligerader Linie, aber entgegengesetzt auf einen Punkt A eines 
Fig. 2. 



Körpers, so ist ihre Mittelkraft gleich der Summe der auf 
einer Seite wirkenden Kräfte, weniger der Summe der auf 
der anderen Seite entgegengesetzt wirkenden, und die Be- 
wegung erfolgt nach der Richtung derjenigen Kräfte, deren 
Summe am gröfsten ist, 

Ist P+Pj +P3 gröfser Q + Q,. seist die Mittelkraft: 

R = (P + P,+P,) - (Q+Q.) 29) 

Haben 2 Kräfte, P, und P,, einen gemeinschaftlichen 
Angriffspunkt A und bilden ihre RiclitungaUnien einen Winkel 
njiteinander, so erhält man ihre Mittelkraft auf folgende Weise: 
Man trage auf den Richtungslinien der Kräfte Teile auf, welche 
sich der Gröfse nach zu einander verhaVtew -^iVe ftXsi&a'^'i^V'v.ift., 



I 

I 
J 




d. b. wiii-e P, = 5U kg und P, = M kg. so mache nmu 
AC = 30 mm und AB = b(f ram (Fig. 3, 4. 'S), koo* 
Btruiere mit Hilfe dieser Linien das Parallelogi'amm ÄBCD und 
ziehe die Diagouale AD, so stellt LiUdann diese die Mittel- 
kraft sowohl ihrer Giiilse wie ilirer Eiclitung nach vor. 

^( 3 Mifst nun die Länge diesei' 

p, ' ' Diagonale = r>8,3 mro, so ist, 

j)ß, da 1 kg durch 1 mm darge- 
stellt wurde, die Jlittelkral't 
auch = r)8,3 kg. 

Das duruh diese Konstruk- 
tion erhaltene Parallelogramm 
heifst das Parallelogramm 
der Kräfte. 

Einen Beweis für diesen 
sehr wichtigen Satz erhält 
man durch folgende Be- 
trachtung : 

Die Wirkungen beider 
Kräfte auf ein und den- 
selben Körper in ein und 
„ derselben Zeit müssen 

P* -^ im Verhältnisse zu ihrer 

GröfsB stehen; es müssen sich daher die Wege, welche 
die Kräfte den beeinfliil'sten Körper in ein und derselben Zeit 
durchlaufen lassen zu einander verhalten, wie die Kräfte selbst. 
Durch die gleichzeitige Wirkung mehrerer Kräfte kaim 
die Wirkung einer einzelnen Kraft nicht vernichtet werden; 
auf das Endergebnis hat die Einzelwirkung jeder Kraft stete 
entsprechenden Einflufs, 

Es wird daher immer dieselbe Wirkung erzielt, gleich- 
gültig, oh die Kräfte alle zugleich eine gewisse Zeit wirkoD, 
oder ob sie einzeln, eine nach der anderen, in genau derselben 
Zeit thätig sind. 

Wendet man das Gesagte 
für das Parallelogramm der 
Kräfte an, so ergiebt sioli 
folgendes : 

In der nämliclien Zeit, in 
welcher die Kraft P, den \ 
Körper von A nach B be- 
wegt, wird ihn die Kraft P, 
von A nach C bewegen. 
Denkt man sich daher zu- 
L wirksam, so wird da- 
A nach B geführt und ist hierauf 




^pächst Pj während 
•rch der Körper 
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die Kraft Pj dieselbe Zeit allein thätig, so wird der Körper 
von B nach D bewegt, wobei angenommen ist, dafs BD 
parallel AC ist. 

Die endliche Bewegung des Körpers ist mithin AD. 

Dieselbe Bewegung wird aber ebenso durch gleichzeitige 
Thätigkeit beider Kräfte, als auch durch eine einzige Kraft 
= AD erzeugt. 

Mithin mufs AD gleich der Mittelkraft der beiden Einzel- 
kräfte Pj und Po sowohl der Richtung, als auch der Gröfse 
nach sein. 

Wirken die beiden Kräfte P, Kig. 6. 

und Pg unter einem rechten Winkel 
auf den Punkt A (Fig. 5), so ist die 
Gröfse der Mittelkraft leicht durch 
Rechnung zu finden, denn es ist: 
R2 = P,^4-P ,^*) ... 30) 
oder R --= l/P, ^ -j- p^ 2 ... 31) 

Aus diesen Formeln erhält man: 



P, = l/R 



P ^ 



32) 
. . 33) 




P^ = l/R'^_P^2 . 

Wirken mehr als zwei Kräfte 
unter bestimmten Winkeln auf 
einen Punkt (Fig. 6), so bildet 
man zuerst aus P, und Pg die 
•Mittelkraft R, aus R und P, die 
Mittelkraft Rj u. s. w. Die zu- 
letzt gefundene Kraft ist dann 
die Mittelkraft sämtlicher 
Kräfte. 

Ist eine Kraft P gegeben und will man wissen, welche 
Wirkung dieselbe in einem Punkte eines Körpers nach zwei 
bestimmten Richtungen ausübt, so ist das Verfahren nur umzu- 
kehren, d. h. man konstruiere ein Parallelogramm, dessen 
Diagonale die gegebene Kraft P darstellt, und dessen Seiten 
durch die verlangten Richtungen bestimmt sind. Stehen die 
Seitenkräfte rechtwinkelig zu einander, so kann man auch hier 
durch Rechnung die Gröfse einer Seitenkraft finden, wenn 
die andere gegeben ist ; es ist dann ebenfalls : 

P^ = t/R2— T7^ 



*) Pythagoräischer Lehrsatz: In jedem rechtwinkligen Drei- 
eck ist das Quadrat über der Hypothenuse gleich der Summe der 
Quadrate über den beiden Katheten. 




Beispiele: 
1) Zwei Kräfle, Pi = 10 kg und Fi = 15 kg, wirken unter ei 
Winkel TOa 60" «uf einen Punkt A; wie grofs ist die Mitt*lkr»ft H, 
welche Winket bildet dieselbe mit den gegebenen Kräften? 

Durub Konstruktion und mit Hilfe dea Transporteurs erhält n 

R = l!l,79 kg; " =23» 10'; ^ = 36" 50'. 

2j Es sied die beiden Kräfte F. = 25 kg und Pa = tSO kg gegeben, 

welche einen Winkel von 40" einschlieraen ; welche Winkel bildet di« 

Mittelkraft mit den gegebenen Kräften und wia groCa ist dieselbe? 

R = 80.7(J kg; « = II« 25'; ^ = 28° Ty. 

3) Zwei Kräfte, P, = 20 kg und Pa = 35 kg, wirken unter einem 
rechten Winkel auf einen Punkt A ; wie grofs ist die Mittelkraft? 

Aas Formel 3 1) erhä lt maa: 

R = [/P? + P,J = 1/20= + 35* = i/l6J5 = -iO..^! kg. 

4) Drei Kräfte P, = HUO kg-, P, = 400 kg und F, = 500 kg wiAen 
auf einen Punkt. F, und Fi bilden einen Winkel von 40°, P« nnd P, 

1 Winkel von 50"; wie groFs ist die Resultante dieser Krälte? 

Durch Konstruktion findet man: 
R = 960 kg. 

5) An einem Punkte A eines ( 
pera wirken die Kräfte Fi ^ 25 kg, 
F, = :-i6 kg, P, = 40 kg, P, = 85 kg- 
P, und Pa bilden einen Winke! 
15", Pa und P, einen solchen von 
P, und P4 einen Winkel von ' 
wie grols ist die Uitt«lkraft dieser 
Kräfte? 

Durch Konstruktion findet u 
R = 6G kg. 

6) In der Richtung eines Dacb- 
sparrens (Fig 7} wirkt unter einem 
Winkel von »j" ein Druck von 90il kg; 
es soll sowohl der Horizontalschob 
Fl wie der Vertikaldruck Pi bestimmt 
werden, welchen die Mauer auszu- 
halten hat. 

Nimmt njsn auf der Aichtunga- 
, welches diese Kraft darstellen soll, 
"' horizontal, sowie von E aus DE 
> stellt li D den Vertikaldruok and 



1 Stuck B E ai 

_ \ertikal unJ I 

parallel BF, und EF parallel BD. 1 

den Borwonfülaohut 

Durch Konstruktion ergieht sich: 

P, = 450 kg. 
P, = 779,4 kg. 
7) Die Neigung des Dachsparrens in voretebendcr Figur betfl 
4^" und der in Punkt B auf die Mauer ausgeübte Druck 2050 kg; ■ 
grofä sind P, und Pj? 

Da hier 4: A BC = ill FBB = 45° ist, ao wird BDEFein Quadrat, 
Mitbin BF = EF, folglich: 

L'OäO' = BF"+ EF« oder 2050= = 2 BF*. 
DB-s 2050» 4202500 



BF 



- = 3101250. 
= l/-M0l2oO= 1449,5 kg 



i 

J 
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Fig. 8. 



8) An der Hängesäule 
eines einfachen Sprengwer- 
kes (Fig. 8) wirkt vertikal 
ein Zug von 3000 kg; die 
Streben sind unter einem 
Winkel von 36® gegen die 
Horizontale geneigt. Wel- 
chen Druck erhält jede der 
Streben ? y^ 

Durch Konstruktion er- 
hält man den Druck in jeder 
Strebe 

= 2551 kg. 




9) Auf einen Zapfen (Fig. 9) wird in hori- 
zontaler Richtung ein Zug Pi = 130 kg und 
in vertikaler Richtung ein Zug 1*9= 250 kg -< — 
ausgeübt; welchen Zug P hat der Zapfen I^isohg 
überhaupt auszuhalten ?• 

Nach Formel 30) erhält man: 
pa = P,« + P2>; P=i/Fia + p;2. 

P = i/l30« + 250^ = /794ÖÖ = 281,7 kg. 



Fig. 9. 




li-gsoA^ 



Übnngsbeispiele: 

1) An drei verschiedenen Punkten einer geraden Linie AB (Fig 1) 
wirken die Kräfte P = 45 kg, Pi = 52 kg, P2 = 63 kg nach gleicher 
Richtung; wie grofs ist ihre Mittelkraft? 

Lösung: R = 160 kg. 

2) In einer geraden Linie wirken nach der einen Seite die Kräfte 
P = 35 kg, Pi = 42 kg, Pa = 60 kg, nach der entgegengesetzten 
Seite die Kräfte Q = 50 kg und Q, = 25 kg (Fig. 2) ; wie grofs ist 
die bewegende Kraft und nach welcher Richtung bewegt sich der 
Körper? 

Lösung: R = 62 kg; die Bewegung erfolgt in der Richtung 

der Kräfte P, P,, P«. 

3) üntpr einem rechten Winkel wirken die Kräfte Pi = 30 kg und 
Pa = 50 kg an einem Punkte A (Fig. 5) eines Körpers ; wie grofs ist die 
Mittelkraft? 

Lösung: R = 58,3 kg. 

4) Eine auf einen Punkt A wirkende Kraft R (Fig. 5) von 12.Q k.^ 




Denkt man sich in den Punkten A und B eines Körpers, 
in der Richtung der Verbind ungsliuie dieser Punkte, zwei 
gleich grofae Kräl'te q und q,, in entgegengesetzter Richtung 
angebracht, so werden dieselben den Zustand des Körpers in 
nichts ändern, da diese Kräfte sich gegenseitig aufheben. Nun 
konstruiere man mit Hilfe des Parallelogramms aus q und P, 
die Resultante R^ ebenso aus q, und P„ die Resultante B, 
und verlängere die Sichtungslinien dieser Mittelkräfte, bis ne 
sich in dem Punkte D schneiden. Zerlegt man in D umgekehrt 
—wieder diese beiden Mittleren in Seitenkräfte, welche gleich 
T-'nd parallel denjenigen sind, aus welchen sie zusammengesetzt 
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wurden, so kommen die Komponenten q und q^, die parallel 
zur Verbindungslinie der Angriffspunkte A und B gerichtet 
sind, nicht weiter in Betracht, da sie sich gegenseitig auf- 
heben. Die beiden anderen Seitenkräfte Pj und P^ fallen in 
eine gerade Linie zusammen und ergeben die Gröfse der ge- 
suchten Mittelkraft 

R = Pi+P2 34) 

Die Lage des AngriiFspunktes C dieser Resultante findet 
man aus der Ähnlichkeit der hierbei in Betracht kommenden 
Dreiecke. 

Es ist A A P, Ri ~ A D C A, 

folglich : q : P, = A C : D C. 

Ebenso verhält sich q^ : Pg == B C : D C. 

Dividiert man die zweite Gleichung durch die erste, so folgt : 

qi q BC AC . 
- • — — — — • onPr 

Pe * Pi DC • DC "^^^ 
"q.Pa JDC.AO 

und da q = qj und DC =^ DC ist, so erhält man die Proportion 

P, : P2 = B C : A C oder 
P, . A C = P2 . B 35) 

Es ist also die Mittelkraft gleich der Summe 
der Seiten kräfte; ihre Richtungslinie ist parallel 
mit diesen und nach derselben Seite gerichtet. 
Ihr Angriffspunkt teilt die Verbindungslinie von 
AundB in zwei Teile und zwar derartig, daf s die 
eine Seitenkraft multipliziert mit ihrem Ab- 
stände bis zum Angriffspunkte der Mittelkraft, 
gleich ist der anderen Seiten kraft multipliziert 
mit ihrem Abstände bis zum Angriffspunkte der 
Mittelkraft. 

Wirkt in dem Angriffspunkte C der Resultante in ent- 
gegengesetzter Richtung eine Kraft, welche gleich dieser 
Resultante ist, so wird diese Kraft den Kräften P^ und P2 
das Gleichgewicht halten ; oder denkt man sich statt der ent- 
gegengesetzt wirkenden Kraft in C einen Stützpunkt angebracht, 
so wird ebenfalls Gleichgewicht stattfinden. Es sind daher 
die beiden Kräfte P, und Pg im Gleichgewicht, wenn 
Pj . A C = Pg . B C ist. (Vergl. Formel 35.) 

Diese Gleichung läfst sich aber als Proportion folgender- 
mafsen schreiben : 

P, :P2 = BC:AC 
und folgt demnach aus den Regeln über Umformung der 
Proportionen: 



") Vergl. Seite 27 unter 3), d). 



P, + P.. : P, = BO -f ÄC : BC (Vergl. Kap. VII unler W; t. T,), 
(t. Ii. R : P, = AB : BC. Folglich 

Pi=J^-K n 

und BC= ^j^^.P, 

Periier läfst sich noch folgende Proportion bilden: 

P, : P, + P„ = AG : BC + AC woraus folgt! 
?„:&= AC:äB 
und damit P., = ^ . R . . 
AC=^-.P, , 

Beispiele: 
I) An den Punkten A und B eines Körpers, welche l.li m von 
einender entfernt sind, wirken in paralleler Eichtung die Kräfte Pi =33 kg 
und Pi = 54 kg. Es iat die Grofsa der Mittelkraft und die Lage dei 
Angriffspunktes derselben zu bestimmen. 
Aus Formel i<4) erbält man: 

a = P, + Pt = a:j + 54 = 86 kg. 
Die La^re des Angriffapunktes C bestimmt sich aus Formel 3/): 

und BUS Formel 39J : 

1.6 . 54 



AU = 



K * 
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2) Zwei parallele Kräfte Pi = 3tl kg und Pj = 08 kg wirken in 
ffleiuher Kichtang an den Punkten A und B eines Kärpers, welche 2,4 m 
von einander entfernt sind. Man soll die Mittelkraft und die Laige d« 
Angriffspunktes derselben bestimmen. 

Als Mittelkraft erhält man aus Formel 34): 

E = P, + Po = 3ä + 6« = 104 kg 
Setzt man die Entfernung AC = x, so wird BC = AB — x, mithin nach 
Formel 35): 

P, .x = P, .(AB — x) oder 
36x = 68.(3,4 — x). 
3tix = 68.2,4 — 66x, 
,16x + 68K = 68.;i,4. 
. 104 x = 163,2. 

163,2 , „ ,,,■,. 
=' = -röi" = ''^' m, folglich: 
; = !,57 m und BÜ = ÄB-x = 9,4- 1,57 = 0,83 m. 
Pj j , 3) Ein Balken liegt in den Punkten 

' A und B frei auf und wird i 

[ i ~\ ß Punkte C, der 1,5 m von A entfernt ist, 

-^ ,-i mit 500 kg belastet. Welchen Druok 

■ A ' haben die Auflagepunkte A und B am- 

a , J zuhalten, wenn die Entfernung A B =3 

p^ ;i.a m ist?^ (Kig. u.j 



iBssokg 



_ (3.3- 



Formel 36) erhält n 
.500 = 'J(i5,li25 kg, 
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und aus Formel 38): 

p AC -, 1,5.500 ^__. , 

4) An einer Ach^e, deren eine 
Zapfenmitte um 0,8 m, und deren andere 
um 1,4 m von der Belastungsstelle ent- 
fernt ist, wirkt eine Last von 3000 kg. 
Wie grofs ist der Druck in den Zapfen- 
mitten? (Fig. 12.) , pj^^ 

Aus Formel 36) erhält man: 

^ BC ^ 1,4.3000 



Fig. 12. 

1^-- 0,8— >f: t,l >, 



j^. 1£. ^. 



i 



Tt=3oookg 




Aß 

und aus Formel 38): 



P« = 



AC 



.R = 



2,2 
0,8 . 3000 



= J909 kg. 



= 1091 kg. 



AB 2,2 

Übungsbeispiele : 

1) Zwei Kräfte Fi = 20 kg und Pa = 35 kg (Fig. 10) wirken in 
paralleler Richtung an zwei fest mit einander verbundenen Punkten, 
welche 6 m von einander entfernt sind, nach ein und derselben Richtung. 
Es soll die Mittelkraft und deren Angriffspunkt bestimmt werden. 

Lösung: R = 55 kg. 

ßC = 2,18 m; AC = 3,82 m. 

2) Wie grofs ist die Entfernung AB zweier parallel und in gleicher 
Richtung wirkenden Blräfte von Pi = 24 kg und Pa = 60 kg, welche an 
zwei fest mit einander verbundenen Punkten wirken, wenn die Mittel- 
kraft 3 m vom Angriffspunkte der Kraft Pi n= 24 kg angreift? 

Lösung: AB = 1,2 ro. 



Wirken die beiden Kräfte P^ und Pg in paralleler Rich- 
tung, aber nach entgegengesetzten Seiten an einem Körper, 
so findet man die Gröfse und Lage der Mittelkraft, indem man 



zunächst die gröfsere der beiden 
Kräfte in zwei parallele Seiten- 
kräfte zerlegt, von denen die eine 
gleich grofs, aber entgegenge- ^ 

setzt der kleineren der gegebenen / 

Kräfte gerichtet ist. Sind P^ / 
und Pg (Fig. 13) die gegebenen / 
Kräfte, und ist P^^Pg, so ; 
zerlegt man P^ in die beiden ^^'^ Pi 
Seitenkräfte Pg und P^, so dafs P« = P 



Fig. 13. 



7 



PS 



2> 



— Pg wird. 



mithin P^ = P^ 

Durch diese Zerlegung kommt P^ in Fortfall und da 
Pg = P3 ist, sich also gegenseitig aufheben, so fallen auch diese 
fort und man erhält P^ als Resultante der gegebenen Kräfte 



Pj und Pg. Es ist daher die Gröfse dieser Mittelkraft 



-R=Pi 



2 



40) 



Für die Lage des Angriffspunktes erhält man nach Formel 35) : 



R . AC = Pg . AB oder 
AC = ^"'^^ 



R 



4.\\ 



I 
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Die Richtung von R ist dieselbe, wie die der 
Kräfte und ihr Riclitungssinii ist ilerselbe, wie derjenige der 
gröfseren Kraft. 

Man kann sagen : 

Die Mittelkraft zweier paralleler aber entgegen gesetet 
gerichteter Kräfte ist gleich der Differenz derselben ; sie liegt 
aufaerhalb der Kräfte nach der Seite der gröfseren hin und 
hat gleiche Richtung und gleichen Riclitnugssinn wie letztere. 

Sind die beiden Kräfte P, und P, einander gleich, so 
lassen sich dieselben nicht mehr zusanimenaetzen; d. h. es 
gieht keine einzelne Kraft, welche befähigt wäre, die beiden 
Kräfte zu ersetzen. 

Zwei solche Kräfte nennt man ein Kräftepaar. 

Ein Kräftepaar kann keine fortschreitende Bewegung, 
sondern nur eine drehende Bewegung erzeugen, es ist als die 
Ursache der Drehbewegung anzusehen. 

Dasselbe kann niemals durch eine einzelne Kraft, sondern 
nur wieder durch ein Kräftepaar ersetzt oder aufgelioben 
werden. 

Bei 



-60 kg 



Zwei Kräfte P, 
L A und B, welche 1,6 
[ KegeDg-esetzter Riühti 
f die Hittelkraft? 

Aus Formel ^0) erhält ma; 
R = P. - P, 
aus Formel 41): 



spiel. 

id Pa^^iti kg wirken in den PunkWi 

ider entfernt sind, in paralleler aber eot- 

Welche Gröfae und welche Entfernang AC hrt 



AC^ 



P,. AS 31i.l,6 _ 
K — 24 - 



Siebentea Kapitel. 
Vom statischen Moment. 

Im vorigen Kapitel wurde festgestellt, dafa zwei Kräfte 
I P, und P,, welche in paralleler Richtung an einem Körper 
I wirken, im Gleichgewicht sind, wenn 

P, . AC = Pj . BC ist. 
Das Bestreben der Kräfte P, und P^ eine Drehung um 
C hervorzubringen, ist also nicht allein abhängig von der 
GrÖfse der Kräfte selbst, sondern auch von dem Abstände 
ihrer Angriffspunkte vom Dreh- oder Stützpunkt, 

Die Gröfse dieses Drehbesti'ebens wird durch 
I Produkt P, . AC reap. P., . BC ausgedrückt. 
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Würde in F (Fig. 14) noch eine Kraft p wirksam sein, 
so ist das Bestreben dieser Kraft eine Drehung um C hervor- 
zurufen = p . FC; das Drehbe- Fig. 14. 

streben von P, ist aber =Pi.AC, a F C B 

mithin die Wirkung beider / J ^ 

Kräfte zusammengenommen = / . 
P, .AC + p.FC, daher für / 
den Gleichgewichtszustand: p/ ^P P2 

P, . AC+ p. FC = P2 . BC 42) 

Wirken die Kräfte P, und Pg nicht in paralleler Richtung, 
so kann für den Gleichgewichtszustand auch nicht mehr P^ . AC^= 
P2 . BO sein, denn die Wirkung der Kräfte Pj und Pg (eine 
Drehung um C hervorzubringen) wird eine andere, je nachdem 
ihre Richtungslinien verschieden sind. 

Denkt man sich die Richtungslinien der nicht parallelen 
Kräfte P, und Pg über ihre Angriffspunkte A und B hinaus ver- 
längert (Fig. 15) und vom Dreh- ^. 
punkt C die Normalen EC und ^^' 
FC auf diese Richtungslinien ge- /""--^ J' 
fällt, so gelten jetzt EC und FC a I ^^^^^^ 
als die eigentlichen Entfernungen / I 
der Richtungslinien vom Drehpunkt / 
Und ist nun für den Gleichgewichts- y-^^ 
zustand : 

Pj.EC = P2.FC 43) 

Die Gröfse des Bestrebens einer Kraft eine Drehung um 
den Stütz- oder Drehpunkt hervorzubringen, ist also bei nicht 
parallelen Kräften gleich dem Produkt aus der Gröfse 
der Kraft und ihrem senkrechten Abstände vom 
Drehpunkt. 

Man nennt dieses Produkt das Drehungsmoment 
oder das statische Moment der Kraft und sagt deshalb auch : 
Die Kräfte Pj und Pg sind im Gleichgewicht, wenn ihre 
statischen Momente gleich sind. 

Sind mehrere Kräfte auf beiden Seiten des Dreh- oder 
Stützpunktes vorhanden, so wird Gleichgewicht stattfinden, 
wenn die Summe der statischen Momente aller Kräfte, welche 
rechts herum zu drehen suchen, gleich ist der Summe aller 
Momente derjenigen Kräfte, welche bestrebt sind eine Drehung 
nach links hervorzubringen. 

Beispiele: 

1) An einem Körper, welcher um einen Punkt drehbar ist, wirkt 
eine Kraft von 50 kg in einem Abstände = 0,6 m vom Drehpunkt; 
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in'welchem Abstände muCs eine Kraft von HO kg in derselben Kk'lituog 
wirkend angebracht werder, uro jener das Gleiuh gewicht zu halten? 
Aqb Formel 35} erhält man: 

Fi . AC ^ Pb . DC, d. h. i>0 . 0,6 — 30 . BC, folglich : 
RH- 50^ 



2) An den Punkten A, ¥ und B (Pig. 11) eines Körpers wirken die 
Kräfte P, — 20 kg, p = l5 kg und Pi = 60 kg; die Entfernung AF 
beträgt 0,5 m und BP — 0,fi m. Wo mufs der Stützpunkt »ngebrachf 
werden, wenn keine Drehung erfolgen soll? 
Nach Formel 42J ist: 

P, . AC -f |) . FC = P, . BC, 
; gegebenen Werte ein, ea erhalt man; 
30 (0,5 + FC) -f- 1&.FC^()0 (0,8 — FC), 
10 + 20. FC + IS.PC^^S — tiU.FC, 
20.FC+ 15.FC + B0.FC = 48 — 10. 
95. FC = 38. 




M 



^ ],O0 n 



FC 



38 



n Balken, welcher in den Punkten Di und Di unterstützt ist, wird 

durch äie Kräfte P = 30 kg, P»— ^Gkn, P, = 60 kg und Pj =20 tj 

beansprucht. Die Entfernung der 

Fig. Iß, Stützpunkte betrage '2,4 in; die 

Entfemang der Angriffspunkt« 

■*', der Kräfte vom linken Stüü- 

„ I I punkte Bei für P :^ 150 mm, 

; 1 1 ^4J Pi = 420 mm, Pj = 1000 mm, 

I 1 I 1 Ps^lSOOmm. {Fig. 16.) 

t—4eo—X" -fPE ■ ; Wie grofs sind die Druoke 

Y-R? in den Auflagepunkten Di und D», 

■ — JSOO y die Mittelkraft und die Entfeniung 

der Lage ihres Angriffapunkten' 
sich statt des Unterstütz ungspunktes in Dg eine aufwärti 
so muCs diese den Kräften P, P,, Pj, Pj das öleich- 
Bezeichnet man diese Kraft mit x, und nimmt man Di 
Bo ergiebt sich aU Druck in Da: 
- 30 . 150 + 46 , 420 + 60 . 1000 + 20 . 1800. 
X . 2400 = 119820 = 120000 abgerundet. 

_ laoo^oo 

^~ 2400 '' 
Die Mittelkraft beträgt: 

R = 30 + 46 + 60+20 = 156 kg, 
mithin der Druck im Stützpunkt D] : 

D, = R — X = 156 — 50 = 106 kg. 

Bezeichnet man den Abstand des AngriffepunkteB der tlitlelkr*» 

1 Dl mit y, so mufa diese Miftelkrflft dieselbe Wirkung auf Di »W 

B die einzelnen Kräfte zusammengenommen, es mufs daher: 

R.y=240O.x=^ 2400:50 sein, folglich: 

2400 . 50 _^ 



= 50 kg. 



156 



769,2 n 
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jbongsbeispiele : *) 

1) Eine Achse ist in den Punkten c und d (Fig. 17), welche 2 m 
on einander entfernt sind, mit je 3000 kg belastet; wie groCs sind die 
drucke D und Di in den Zapfenmitten a und b, wenn die Ent- 
emung derselben 3 m beträgt? 

.Wird b als Dreh- -,. .^ 

»unkt angenommen, so r g. . 

rhält man für das /) \ \ J?/ 

Gleichgewicht: 
3 . X = 3000 . 0,5 + 
3000 . 2,5 und damit 
: = 3000 kg als Druck 
in D. 
"Wird a als Dreh- 
tunkt angenommen, so 
nrd: 







jP- 3000 



JF/ m3000 



3 . y = 3000 . 0,5 + 3000 . 2,5 und damit 
y = 3000 kg als Druck in D, . 



2) Eine schmiede- 
iserne Achse (Fig. 18) 
ei in den Punkten a 
ind b gelagert; im 
Punkte c, welcher 0,4 m 
ron a entfernt ist, mit 
P = 230 kg und im 
Punkte d, welcher 1,6 m 
«ron a entfernt ist, mit 
Pi = 700 kg belastet. 
Wie grofs sind die Auf- 



Fig. 18. 



^ ^ 
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^ 1 





t 

.A 

1 
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— 
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> 



\* ; ^J .; >j 



P' Z50 



V 



lagerdrucke D und Di in den Zapfenmitten? 

Nimmt man b als Drehpunkt an, so ist für das Gleichgewicht: 
X . 2,3 = 700 . 0,7 + 230 . 1,9 und damit 
x^=403 kg als Druck in D. 
Wird a als Drehpunkt angenommen, so wird: 

y . 2,3 = 230 . 0,4 + 700 . 1,6 und damit 
y = 527 kg als Druck in Di. 

3) Eine Achse ist Fig. 19. 

^ den Punkten a und ^ 

b, welche 1,5 m von -r 

einander entfernt sind j 

^ig. 19), gelaorert. Im \~^. 

I^unkte c ist die Achse U'-^ 

tnit P = 3000 kg be- ! 

tastet; wie grofs sind [^ -*-•? _ 

iie Drucke in den Lager- 
naitten D und Di? 

Wird b als Dreh- 
punkt angenommen, so erhält man für das Gleichgewicht: 

x . 1,5 = 3000 . 0,4 und damit 
X = 800 kg als Druck in D. 




*) Bei diesen Beispielen ist das Eigengewicht der Achsen ver- 
iiachlässigt. 

Weiokert n. Stolle, Masohinenreohnen. ^ 



i^ ^-t^ — J I 



- 82 — 

Wird & als Drehpunkt angeDomnien, i 
y . J.ü = 3000 . 1,9 und damit 
j = 3800 kg als Druck in Di. 

Fig. 20 ^) EineBchmiede- 

_. „ eiserne Acbse ist in 

S , ■^' , den Punkten a und 

(Fig. 20), vtekhe 

iitfernt Bind, ge- 
lagert, lin Punkte c 
wirkt eine Kriift P 
= flOO kg und im 
Punkte d eine Bolche 
■von P, = ^00 k|[ 
e grofa sind die Aufiagerdrucke in D und D| ? 

Wird b als Drehpunkt angenommen, eo ist für das Gleichgewicht: 
X . 1,4 + Ü,3 . 300 = 0,5 . 50(1, d. h. 

X. 1,4=0,5.500 — 0,3.300 und damit 

x = 114,3 kg a.la Druck in D. 

Wird a als Drehpunkt angenommen, so wird: 

y . 1,4 = 0,9 . 500 + 1,7 . 300 und diimit 

y = 686,7 kg a-ls Druck ia D,. 

Fig. 21. 5) Eine ÄohsB ist 

„ jj in den 1,2 m von ein- 

I I "T I andpr entfernten Punk- 

ten a und b (Fig. 31> 
gelagert; 0,3 m von s 
entfernt wirkt eiüe 
Kraft P = 500 kg und 
0,5 m von b entfernt 
einaKraftP,=P00k((; 
wie grufs sind die 
Drucke, in D und D,? 
Wird b als Drehpunkt angenorameii, so ist für das Gleichgewicht: 
500 . 1,5 = 800 . 0,5 + 1 . 1,2, d. h. 
X. 1,2 = 500. 1,5 — 800,0,5, mithin 

x = 291,6 kg als Druck in D. 
Ib Drehpunkt angenomraen, so wird; 
10.1,7 = 500.0,3 +y. 1,2, d. h. 
y . 1,2 = 80O . 1,7 — 500 . 0,3, mithin 
y = 1008,4 kg als Druck in D,. 



I'-SOO 



Wird a 



Achtes Kapitel. 
Vom Hebel. 

Der Hebel ist ein beliebig geformter starrer Körper, an 
welchem zwei oder mehrere Kräfte derartig wirken, dafe sie 
Drehungen in entgegengesetzten Eichtungen herbeizuführen 
suchen. 
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Die senkrechten Abstände der Kichtungslinien der 
Kräfte vom Drehpunkte nennt man Hebelarme. 

Je nachdem nun diese Hebelarme eine gerade Linie 
oder einen Winkel bilden, unterscheidet man geradlinige 
Hebel und Winkelhebel. 

Sieht man zunächst sowohl von dem Einflufs^ welchen das 
Gewicht des Hebels ausübt, als auch von der Reibung im 
Drehpunkte ab und betrachtet man nur den Znstand des 
Gleichgewichts, d. h. die Bedingungen, unter denen sich der 
Hebel trotz der Einwirkung der an ihm thätigen Kräfte in 
Ruhe befindet, so erhält man für den geradlinigen Hebel bei 
parallel und senkrecht zur Hebelachse gerichteten Kräften 
( Fig. 22 u. 23) als Bedingung für den Gleichgewichtszustand : 

Fig. 22. Fig. 23. 

P 



I^ 



^^^^=m- 



;^- 



IQ 




D 



C 




^>— -i^,^- 




P . AC == Q . BC 

Man nennt den Hebel in 
Fig. 22) einen zweiarmigen 
und den Hebel in Fig. 23) einen 
einarmigen Hebel. Wirken die 
Kräfte nicht in paralleler 
Richtung (Fig. 24), so findet 
Gleichgewicht statt, wenn 

P.DC = Q.PC ist 45) 

Bei dem Winkelhebel und parallel gerichteten Kräften 
(Fig. 25) wird Gleichgewicht stattfinden, wenn 

P.DC = Q.FC ist 46) 






Fig. 25. 



Fig. 26. 





Sind die Richtungslinien der Kräfte nicht parallel (Fig. 2&), 
so mufs auch hier für das Gleichgewicht 

P.DC = Q. PC sein 47) 

Es ist also bei dem Hebel gleichgültig, welche Richtung 
die Kräfte haben; man hat nur nötig, Normalen vom Dreh- 



punkte auf die Richtungsliuien der Kräfte zu fällen, die jet^t 
zu bildenden Momente gleich zu setzen und aus dieser Gleichun ^r 
die gesuchte Gröfse zu ermitteln. 

Sind mehrere Kräfte am Hebel thätig, so findet 
ebenfalls Gleichgewicht statt, wenn man die Summe 
der statischen Momente auf einer Seite des Hebels 
gleichsetzt der Summe der statischen Momente aixf 
der änderen Seite desselben, und aus dieser Gleichung 
die unbekannte Gröfse bestimmt. 

Soll noch das eigene Gewicht des Hebels berücksichtigt 
werden, so ist dasselbe als eine Kraft zu betrachten, derein 
Angriffspunkt im Schwerpunkte des Hebels liegt und senkrectxt 
nach unten wirkt. 

Beispiele: 

1) An einem zweiarmijjen Hebel wirkt an dem einen Hebelarni 
AC = 0,6m eine Kraft P = 25 kg; welche Last Q kann an dem Hebel- 
arm BC = 0,4m durch die Kraft P im Gleichjjewicht gehalten werden V 
(Fig. 22.) 

Für den Gleichgewichtszustand erhält man: 

P.^C = (i.BC, oder: 

25 . 0,6 = Q . 0,4. 

■■-' (i = ^^^ = 37,5 kg. 

2) An einem zweiarmigen Hebel (Fig. 24) wirkt im Abstände AC 
^ 0,7 m eine Kraft P =■ Hl) kg, deren Kichtungslinie mit AC einen Winkel 
von 30® bildet; welche Last Q, kann im Abstände BO = 0,H m durch 
die Kraft P im Gleichgewicht gehalten werden, wenn die Richtungslinie 
der Last Q ebenfalls einen Winkel von 30*^ mit BC bildet? 

Für den Gleichgewichtszustand ist nach Formel 45): 

P . DG = Q . FC. 

Unter vorstehender Annahme wird: 

DC = 0,606 m und FC = 0,26 m, mithin: 

30 . 0,606 = Q, . 0,26. 

3) An einem einarmigen Hebel von J,2 m Lange wirkt ein Zu^ 
von 56 kg in einer Entfernung = 0, 1 5 m vom Drehpunkt. Wie grofs 

ist die zur Herstellung des Gleich- 
Fig. 27. gewichtes nötige Kraft P am Ende des 

^p Hebels? (Fig. 27.) 

—4y2 >j Für das Gleichgewicht erhält man : 



^ » P . AC = Q . BC. 



Cf ^y-m- ^^ i^^ P . 1,2 = 56 . 0,15. 



^Hq-ss ' '"^' P = ^|^ = 7kg. 

4) An einem zweiarmigen Hebel wirkt an dem einen Hebelarm 
AC = 0,8 m eine Kraft P = 40 kg; welche Last Q kann an dem Hebel- 
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ann BC = 0,2^ m im Gleichgewicht gehalten werden, wenn der überall 
gleich starke Hebel 6 kg schwer ist? (^Fig. 28.) 

Da der Hebel überall (gleich 
stark ist, so lie^ sein Schwer- 
pankt S in der Mitte. Bezeichnet 
man die £ntfemang desselben vom 
Drehpunkt G mit x und das Ge- 
wicht des Hebels mit G, so ist 
für das Gleichgewicht : P . AC + G . x 
= Q.BC, oder: 



Fig. 28. 

Jt -O.S H—4h2är^ 



pho 



■-av— h' 



G-e 
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Fig. 29. 
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120 



Q'300 



40 .0,8 + 6 (?'?-+-'- - 0,25) = Q . 0,25. 
32 + 1,65 = Q . 0,25. 

5) An einer überall gleich starken, 10 kg schweren Stange von 2,6 m 
Länge, wirkt an dem einen £nde A eine £raft von 120 kg und am anderen 
finde B eine Kraft von 300 kg; 
wo mufs der Stützpunkt C ange- 
bracht werden, damit die beiden ^ 
Kräfte sich das Gleichgewicht hal- 
ten, und welchen Druck hat der- 
selbe zu erleiden ? (Fig. 29.) 

Da die Stange überall gleich «^ 
stark ist, so liegt ihr Schwerpunkt S 
iii der Mitte. Bezeichnet man den Abstand des Stützpunktes C von B 
^liit X, 80 ist AC = 2,6 — x, und der Abstand des Schwerpunktes S der 
Stange von C = 1,3 — x; mithin erhält man für den Gleichgewichtszustand : 

P . AC + G . SC = Q . BC. 

120 (2,6 — X) + 10 (1,3 — x) = 300 x. 
312 — 120 X + 13 — 10 X = 300 x. 
325 = 300 x + 120 X + 10 x. 
825 = 430x. 

x = 5g = 0,756». 

Der Stützpunkt*) liegt mithin 756 mm von B entfernt. Der Druck 
im Stützpunkt C ist: 

P+G + Q=: 120 + 10 -1-300 = 430 kg. 

6) Gegen die untere Fläche eines Sicherheitsven tiles' (Fig. 30) wirkt 
ein Dampfdruck von 
130 kg; dasselbe wird 
durch einen einarmigen 
HebeL dessen Arme 
0,12 und 0,8 m lang sind, — 
belastet. Welches Ge- 
wicht muss am längeren 
Hebelarm angehängt 
werden, um dem Dampf- 
druck das Gleichge- 
wicht zu halten? 



Fig. 30. 




♦) Vergl Seite 75.) 
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Butaprechend Formel 4i) erhält man; 
P . AC ^ Q . AB. 

imi.o,i2 = ti.o,&. 

„ IM. 0,12 ,^., 
Q= — jyg — = IS,"! iig. 

7) In vorstehender Aufgabe aoU das Gewiaht des Ventiles und 
Hebels mit in Eechnung gezogen werden, und zwar betrage das Gewicht 
des Hebel» 6 ktr und das Gewicht des Ventiles 2,5 kg. 

Die HebelHtmiEe sei prismatisch gearbeitet; ihr Gewicht kann daher 
als in der Mitte deraalhen angreifend gedacht werden. 
Es wirken mitliin abwärts; 

Das Moment des angehängten Gewichtes ^ (^ . 0,8. 
„ „ „ Hebelgewichtea , . , = 6 . 0,4, 

„ „ „ Ventilgewichtea . . . ^ 3,5 . (',12, 

Aufwärts wirktr 

Das Moment des Dampfdruckes . , , .^130. 0,12, 
Es ist daher für den Gleichgewich tazua tand : 

Q . 0,8 + 6 . 11,4 + 2.5 , 0,12 = 130 ,0,12. 
U . 0,8 = 130 . 0, 12 — 6 . 0,4 — 2,5 , 0, 12, i 

(i = ^^^ = ie,135kg, 

n anderes Ventil betrage der Durchmesser desselben 65 mm; 
dar Dampfdruck 6 kg pro qoni; der Abstand des Ventiles vom Drehpunkt 
0,12 m; das Hebelgewicht 7 kfc im Alislande 0,5 m vom Drehpunkt 
wirkend; das Ventilgewicht 2,5 kg. Welche Lange muCs der Hebel er- 
halten, wenn ein Gewicht von 2& kg benützt werden soll? 
Als abwärts wirkende Momente erhält man: 

Moment des angehängten Gewichtes ^^ 25 . k. 
„ „ Hebelgewichtes . . . = 7 . 0,5, 

„ Ventilgewiohtes . , . = 2,5 . 0,12, 
Der Dampfdruck, welcher von unten auf das Ventil wirkt, erhält 
man, wenn man den Flächeninhalt des Ventiles in qcm mit der Anzahl 
der Atmosphären multipliziert. Demnach wird der Dampfdruck 

id das e\ifwärts wirkende 3Ionient des Dampfdruckes ^= 



Mithin für den Gleichgewichtsznstand: 
25x + 7 . 0,5 + 2,5 . 0,12 = 23,88, 
a5x = 2a,88 ~ 7 , 0,5 — 2,5 . 0.12, 




25 



- 0,803 1 



9) An einem Winkelhebel wirkt 
senkrecht abwärts ziehend eine Last Q 
= 250 kg an einem Hebelarm BC = 
0,8 m. (Fig, ai.) 

Welche Kraft P ist in horizontaler 
Richtung an einem Hebelarm AC = 1,5 m 
zur Herstellung des Gleichgewichtes not- 
wendig, wenn das Eigengewicht G des 
Hebels 30 kg und dessen Hebelann OD 
= 0,2 m beträgt, und wie grofs ist dar 
Zapfendruck P 



Für den Gleichgewichtszustand erhält man: 

P . AC = Q . BC + G . CD. 

P. 1,5 = 250.0,8 + 30.0,2. 
250 . 0,8 + 30 . 0,2 



P = 



1,5 



= 137,3 kg. 



Der Zapfen (Fig. 32) wird durch die beiden senk- 



Fig. 32. 



<* 



recht wirkenden Kräfte G = 30 kg und Q = 250 kg, so- P'm,3 
wie durch die horizontal wirkende Kraft P = 137,3 kg 
beansprucht. Man erhält daher als Zapfendruck die 
Mittlere aus diesen Kräften nach Formel 31): 

R ^ l/(G~+ QTH^P» = l/(3Ö"+ 250)« + 137,3«. 



K = 1/97251,3 = 312 kg. 



10) Am horizontalen Schen- 
kel eines "Winkelhebels wirken 
die Lasten Q = 450 kg, Qi 
= 50 kg, Qa = 200 kg; 
Vielehe Kraft P mufs am verti- 
kalen Schenkel desselben an- 
g-ebracht werden, um diesen 
Lasten das Gleichgewicht zu 
halten? (Fig. 33 ) 

Für den Gleichgewichts--^^ 
zustand ist: 




Q=250 



Fig. 33. 
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Q2^200 



Qpöo 



Q»450 

P . 0,65 = 450 . 0,6 — 50 . 0,3 — 200 . 0,65. 

IJbungsbeispiele : 

1) Ein Arbeiter wirkt mit 30 kg an dem 2,5 m langen Arme eines 
zweiarmigen Hebels. Welche Last kann der Arbeiter am Ende des 
anderen 0,5 m langen Hebelarmes im Gleichgewicht halten? 

Lösung: Q=150 kg. 

2) Ein Arbeiter soll vermittelst einer Brechstange von 1,6 m Länge 
•eine Last von 600 kg heben. Wo ist der [Jnterstützungspunkt anzu- 
bringen, wenn angenommen wird, dafs der Arbeiter mit einer Kraft von 
40 kg wirkt? 

Lösung: In einer Entfernung = 0,1 m vom Angriffspunkte der 
Last. 

3) In der Entfernung 0,3 m vom Stützpunkte eines einarmigen 
Hebels ist ein Druck von 75 kg wirksam. Wie grofs ist die zur Her- 
stellung des Gleichgewichtes nötige Kraft am Ende des Hebels, wenn das- 
fielbe 2,5 m vom Stützpunkt entfernt ist? 

Lösung : P = 9 kg. 

4) An einem Winkelhebel, dessen Armlängen 0,4 m und 1,4 m be- 
tragen, hängt eine Last Q, welche mit dem 0,4 m langen Arme einen 
Winkel von 60^ bildet. Wie grofs kann diese Last Q sein, wenn sie 
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^^^H durch eine rechtwiDlielig fieeen den 1,4 m langen Arm gerichtete Kraft 

^^M F= ISO kg im Gleichgewicht gehalten werden soll? 
^^^P LÖBung: Durch Eonstruktion ergiebt sich der Hebelarm der Last 

^^m <i zu 0,.^4ü m und hieraus: Q = 4ä;>.5 kg. 

^^H Bei der aufaerordentlicb mannigfaltigen Anwendung des 

^^r Hebels auf allen Gebieten der Praxis ist es wünacbenswert 
* für die hauptsächlichsten BelastungsfitUe den jeweiligen Druck 

im Drehpunkte des Hebela zu kennen. Die GröCse dieses 
Druckes ist neben ihrem Einflüsse auf die Reibung und die 
Abmessungen des Drehzapfens noch in vielfach anderer Be- 
ziehung Ausschlag gebend. In Folgendem soll für die einzelnen 
Belastungsfälle noch einmal die Momentengleichung auf- 
gestellt und der Druck im Drehpunkte angegeben werden: 
Für den in Fig. 22) dargestellten Fall ist 
P . AC = Q . BC 
und, wenn man allgemein den Druck im Stützzapfen mit R 
bezeichnet, 

R = P + Q 48) 

Dem Belaatungafall Fig. 2ü'| entsprechend erhält man 
P. AC = Q.BC und 

R = Q_P 40) 



k 



Fig. 34. 



Die Ermittelung des 
Druckes ß für die den 
Fig. 24 und 26) ent- 
sprechenden Fälle ist in 
nebenstehender Fig. 34) 
dargestellt. Die Momen- 
ten gl ei cbung heifst zu- 
nächst 

P . DC = Q . FC 
(vergl. Formel 4ü u. 4ij|. 
Um den Druck E. zu 
y finden, konstruiere man, 

^ vom Drehpunkte C aus- 

gebend, aus den beiden Kräften P u, Q das Parallelogramm*] 
CDFE. Die Gröfse der Mittelkraft 

R = CF 50) 

giebt den Druck im Drehpunkte ohne weiteres, der Gröfae und 
Richtung entsprechend, an. 

Stehen die Arme des Winkelhebels senkrecht zu einander, 
, Bo ist für den in Fig. 31) skizzierten Fall bei der Ermittelung 





') Vergl. Seite 70 und 710 
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des Druckes R entspreclienrl Fig. 3'2) zu verlahren. Ohne.! 
Berücksichtigung des Eigengewichtes G ties Hebels wird dann ' 

ß = |,'P^Q=. 51) 

und mit Berücksichtigung desselben 

R = l/(G + Q)^-PP' 52) 

Für Fig. 35) ergiebt sich nach dem Vorstehenden : 

P.1 = Q,.1.+Q,.]„ 5.3) 

und ß = Q, + Q, — "P ". . . r)4) 

Fig. 35. p 

IngleicherWeise 
folgt für den Be- 
lastungsfail, welcher — 
durch Fig. 3G) dar- 
gestellt wird: 

Pl-QJ,-f 
und R = P + Q, 
Wirken die an 
einemHebeltliätigeu 
Kräfte in versehie- 
deuen Umdrehunga- 
ebenen (Fig. liT), ao 
ändert sich deshalb 

die Momenten- 
Gleichung 

P 
nicht; nur findet hier eine 
besondere Verteilung des ge- 
samten Ächsendruckes 

K„-P + Q + Q, + -.- 

auf die beiden Stützpunkte 
oder sogenannten Zapfen- 
lager C statt. 

Bezeichnet 1 die Lange 
der Hebelachse oder die Ent- 
fernung der Stützpunkte 
derselben von einander, und 
sind 1,, Ij, 1^ . . . . die AL- 
Btände der ümdrehungs- 
ebenen der Kräfte von einem 
dieser Stützpunkte, so hat 
man für die Zapfendrucke 
R und R^ folgende Werte: 
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Druckes ß entsprechend Fig. 32) zu verfuhren. Oline 
^riicksichtigung des Eigengewichtes G des Hebels wird dann 

l/pqTQ^i 51) 

mit Berücksichtigung desselben 

ß= l/(GTWT"P"* 52) 

lS'Bt Fig. 35) ergiebt sich nach dem Vorstehenden: ; 

P.1 = Q,.1,+Q,.], 53) 

,d R = Q,, + Q.. — "P '. . . 54) 

Fig. J5. ^ 

Ungleicher Weise 

für den Be- ^ 'J 

Igsfall, welcher 
1 Pig. 3ß) dar- 
illt wird: 



^^^^=^ 



-ssiEIHB 



Pl-Q,l, + Q,l, + Q.i> 

mdE_P + Q,+Q. + Q. 

Wirken die an 

isiDemHebel thätigen 

Iräfte in verscbie- 

men ümdrehungs- 

"^en (Fig. 37), so 

'. sich deshalb 

pe Momenten- 

iiung 

P 
nur findet hier eine 
tßdere Verteilung des ge- 
Mimten Achsendruckea 

«.-P + Q + Q, + .-. 

ie beiden Stützpunkte 
sogenannten Zapfen- 
"^ statt. 

ibuet 1 die Länge 
B oder die Ent- 
hßtzpunkte 



Fig. 36. 



. öi.) 

. 50) 



7" f" 



Q^ 0, 





^ _ Fi.-mi. + Q ,i. 

P(l-l,) + Q0-U)4-Q,(i-l.') 
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Nach den Gesetzen über parallele Kräfte*) r 
den Drucken R und K, znsammensetzeu, d, 

R„ = R + R| sein. 
Hieraus folgt: 

R = R„ _ E, und E. = R„ — R. 
ÜhongsbelHpiele: 

1) An einem einarmigen Hebel von l.b m Län^e (Fig. 35) 
die Tertikalen Kiafte (Jg = "JO "kg und Qi = 40 kg abwärta. Welcher anf- 
wärta wirkenden Kraft P, im AbaUnde 1,5 m vom Drehpunkte, können 
die Kräfte Qi und CJi das Gleichgewicht halten, wenn der Abstand da 
Angriffspunktea der Kraft Qj vom Drehpunkte := 0,3 m und derjenige der 
Kraft Q, = li,ft m beträgt? 

LösunR; P ;= 18 kg. 

2) Wie grofs ist in vorstehender Aufgabe der Druck, welchen der 
Drehpunkt in C auszu halten hat? 

LÖBungr E =: -18 kg. 

3) An einem Kweiarmigen Hebel (Fig. 36) von 1,7 m Länge wirken 
1 Punkte A eine Kraft P = 6(1 ks, in den Punkten D, E und ß die 
;züglichen Kräfte Q, = 70 kg, Qg = 20 kg und Q, = 100 kg. Die 

Entfernung EB sei ^ 0,1 m und DE = 0,3 m; wo mufs der SlÜta- 
punkt C angebracht werden, damit die Kräfte P, Qi, Qa, Qi sieh du 
Gleichgewicht halten, und welchen Druck hat derselbe aufzunehmen? 

Lösung: Wird die Entfernung des Stiitzpunktea C vom Angriffs- 
punkte der Kraft P gleich x gesetzt, bo ist: 

Als Druck ini Stützpunkte C erhält man: 
R = 250 kg. 

4) Wenn der Hebel in Fig. 37) in den Abständen lj = 12 nnd 
Is ^ 34 vom Zapfenlager R die an den Hebelarmen b = 16 und b, =' 10 
vrirkenden Lasten Q = 300 kg und Q, = 4S0 kg trägt, wie grors ist 
dann die zur Herstellung dca Oleichgewichtes nöti);e, an dem Hebelarm 
a = 60 wirkende Kraft P, und wie grofs sind die Zapfendnicke R «ud 
Ri, vorausgesetzt, dafä die Kraft im Abstände li = lÖ von E wirkt und 
die ganze Achsenlänge 1 = 33 ntifat? 

Lösung: Es ist die Grofae der erforderlichen Kraft: 
_ q.b + (ii.bi _ 300.16+480.10 



und die Zapfendrucke: 

R _ l'-'i+Q.I.+Q t.l. 



60 



= 160 kg 



160. 16 + 300.12 4-480,2 4 _ 



- R, = 300 + 480 + 160 — 563,5 = 377.5 kg. 



Um mit geringen Kräften gröfsere Lasten zu bewältigen, 
werden mehrere einfache Hebel zu Hebelwerken zusammen- 
gesetzt, welche 80 angeordnet sind, daCs immer der kürzere 




') Vergl. Seite 75.) 
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Hebelarm des einen Hebels mit dem längeren Hebelarm des 
folgenden Hebels verbunden wird. 

Um die Wirkung dieser Hebelwerke kennen zu lernen, 
bestimme man den Gleichgewichtszustand für jeden einzelnen 
Hebel und multipliziere die dadurch erhaltenen Gleichungen 
miteinander. (Vergl. Seite 26 unter 31, c.) 



Fig. 38. 



Fig. 89. 
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Fig. 40. 
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Bezeichnet man die an 
den Verbindungsstangen resjj. 
Berührungsstellen des einen 
Hebels mit dem anderen statt- 
findenden Drucke mit x und 
y, so dafs x für den ersten 
Hebel die Last und für den 
zweiten Hebel die Kraft, 
y für den zweiten Hebel die 
Last und für den folgenden 
die Kraft bildet u. s. w., so erhält man für den Gleich- 
gewichtszustand (Fig. 38) 

am ersten Hebel : P . AG = x . BC. 
„ zweiten „ x . DF = Q . EF. 

Durch Multiplikation beider Gleichungen ergiebt sich: 
P.AC.x.DF = x.BC.Q.EF. 

Da sich x auf beiden Seiten hebt, so folgt: 
P . AC . DF = Q . BC . EF, mithin: 
BC.EF 



P = - 



AC.DF 



.Q 



^_ AC.DF p 
^ ~ BC . EF • -^ • 

Nimmt man nun 

BC 1 , 
AC=2^^^ 



59) 
60) 



EF 1 , 
DF = 5 ^^^^ 



BC 1 j EF 1 ^ _ 



an, 80 erhält man die Bedingungen der Hebelgesetze für die 
Dezimalwage, denn es ist in diesen Fällen 



BC 
AC 
BC 



= TTi Ulla tTe* = 77; oder 



" 10 



DP 



n 



4C = »»"•' 
ao, 80 erliält man die Bedingungen der Hebelgesetze für die 
Centeaimalwsge, denn es ist alsdann 

Die Wirkung des Hebelwerkes Fig. 39) berechnet sich 
folgendermafsen : 

Für den ersten Hebel ist P . AC = x . BC. 

„ „ zweiten „ „ x . BD = y . ED. 

„ „ dritten ,. „ y.EF=Q.GP. 

Durch Multiplikation dieser drei Grleichungen erhält man: 

P . AC . X . BD . y . EF = X . BO . y . ED . Q . GF 

oder, da sich x und y heben, 

P . AC . ED . EF = Q . BC . ED . GP. Folglich: 
p _ BC. ED ■ tlF 
AC . BD . EF 
--. AC.BD.EF 



-Q 
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-— P 



-P 



.64) 



^ BC . ED . UF 
Ebenso ergiebt die Berechnung des Hebehverkes Fig. 40): 

P=ÄcrE-pTGr-Q ^^^ 

,-, _ AC. DF . SI 

^^BCEF-Hl 
Es verhält sich mithin bei dergleichen Hebel- 
verbindungen die Kraft zur Last, wie das Pro- 
dukt der kleineren Hebelarme zum Produkt der 
gröfseren Hebelarme. 

Beispiele: 

n Bei dem zusamm engesetzt eo Hebelwerke Fig. .=!8) betrager 

ÄC = 0,7 m; BC = |i,2 m; 

DF = 0,& „ i EF = 0,l „. 

Welche Kraft P kann e 

halten? 

Nach Formel E)9) erhält 
BC.E F 
AC.Df-^ 

2) Welche Last Q kann vermittelst der Hebelverbindang Fig. 40) 
daroh eine Kraft P = L'O kg im üleichgewicht gehalten werden, wann 



ner Last Q = L'oO kg das Gleichgewiohl 



.250 = 14;2S kg. 



^ 




Nach Formel 64) erhält 
BC . EF . HI 



.P = - 



.IU5.'1,1 



. 20 = 3200 ig. 



Eine der vorteilhuftesten Verwendungen finden die Hebel- 
-erbindungen bei der Konstruktion der sogenannten Brücken- 
vagen. 

Besonders zu unterscheiden sind die Dezimal wage und 
tlie CentesicnalwiHge; erstere soll hier einer kurzen Betrachtung 
naterworfen werden. 



PbnnKsbptgpfele: 

1) Welche Hebellänge AC ist It-ei dem zuBanimeDgesetzten Hebel- 
" Fig. 38) zur Herstellung' des R-!eichgewiohte« erforderlich, wenn 
DP = 0,6 m; EP = 0,08 m; 
BC = 0,3 „ ; P = a» kg und 

Q = .')flO kg Bind? 
Losung: ÄC=:0,66 to. 
9) Welche Krnft P kann vermittelet der HebelTerbindung Fig. 39) 
■ Last Q ^ 8(XI kg das Grleicbge wicht halten, wenn 
OF = 0,1 m; BD = 0,7 m; 

EF = 0.4 „ ; BC = 0,2 „ ; 

DE = 0,2 „; A0 = Ü,5 „ sind? 




Die Dezimalwiige. nach ihrem Erfinder die Quiutenz- 
sche, oder auch wohl die Stral'sbureer Brückenwaga 
genannt, ist eine der gebräuchlichsten Wagen, welche Überall 
da Verwendung findet, wo die zu wiegenden Lasten von be- 
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deutendem Rauminbalt sind, Fig. 41) stellt diese Wage ? 
in der Ansicht dar. 

Es ist in derselben AÄ die sogenannte Brücke oder der- 
jenige Teil der Wage, auf welchen die abzuwiegende Last 
gelegt wird. Dieselbe besitzt die Form eines abgestumpften 
gleichschenkligen Dreiecks und ist in der Figur zum gröfsten 
Teil weggelassen, um die unter derselben befindliche Hebel- 
Verbindung besser zeigen zu künneu. Mit dieser Brücke ist 
ein senkrecht stehendes Brett fest verbunden, gegen welches 
sich wieder ein schräg stehendes Brett iinlegt, so dafs diesf 
drei Teile mit dem dreiseitigen hölzernen Rahmen HH ein 
fest zusammengehöriges Ganzes bilden. Der Rahmen H sitzt 
in der Figur rechts, auf der Stahlschneide aa und ist links 
bei b in die Stange E eingehängt. Die Schneide aa ist auf 
dem gabelförmigen, einarmigen Hebel DD befestigt, welcher 
seine Drehachse in der Stahlschneide dd hat und mit seinem 
linken Ende c an der Zugstange F hängt. Der gröfsereo 
Deutlichkeit halber ist der Rahmen H, auf welchem die Brücke 
AA ruht, zu hoch gezeichnet; er ist in der Ausführung so 
niedrig, dafs, wenn durch Aufschlagen des sogenannten Ab- 
stellers 1 der linke Arm des Hebels BB gehoben wird, der 
rechte Arm sich so weit senkt, dafs die Brücke AA auf dem 
Rande des Gestelles N ruht und dann die Schneiden c und c' 
die Last der Brücke nicht mehr zu tragen haben, damit ahn 
aufs er ordentlich geschont werden. Die beiden Stangen E 
und F sind ebenfalls vermittelst Stahlschneiden in einen un- 
gleicharmigen Hebel BB eingehängt, welcher sich um seinen 
festen Stützpunkt K drehen kann ; an dessen äufsersten Ende 
i befindet sich eine Wagschale G, welche zur Aufnahme der 
Gewichtsstücke dient. 

Die horizontale oder Gleichgewichtslage des Hebels BB 
wird durch zwei vorspringende Ansätze f und g. wovon f mit 
dem Hebel B fest verbunden ist, angezeigt. Zur Ausgleichuog 
etwaiger Störuugen des Gleichgewichtes im Hebelmechanismas 
der Wage seihat dient die kleine, direkt unter i angebrachte 
Schale, in welche zu gedachtem Zwecke die sogenannten 
Tarirgewichte gelegt werden. 

Haupterfordernis bei dieser Wage ist nun, dafs es gleich- 
gültig bleiben mufs, auf welchen Punkt der Brücke die zu 
wiegende Last gelegt wird. Ferner soll die Wage, ihrem 
Namen „Dezimalwage" entsprechend, eine solche sein, dafs 
das zum Wiegen benützte Gewicht G nur '/j^ der zu 
wiegenden Last Q beträgt. 

In Fig. i'i) ist scbematisch noch einmal die Anordnung 
der einzelnen Hebel gezeigt und leicht zu übersehen; die 
Buchstaben sind dieselben wie in Fig. 41). Aus den ein- I 
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getragenen Zahlen gebeu die VerhäJttiisse der Hebellängen hervor 
und aollen dieselben bei der folgenden Berechnung der Last- 
verteilung auf die einzelnen Stützpunkte direkt als Zahlen- 
werte für die Hebellängen benützt werden. 

Nimmt man z. B. eine Last von Q '= 100 kg an, und 
denkt man sich diese 100 kg auf die Mitte der Brücke a b 
gelegt, so verteilen sich dieselben derart, dafs auf die Punkte 
a und b gleiche Drucke kommen, dafs also in a genau 50 kg 
und in b ebenfalls 50 kg nach unten wirken; denn umgekehrt 
müssen nach dem Gesetz über die Wirkung paralleler Kräfte*) 
die in a und b wirksamen Drucke von je 50 kg zusammen 
gleich ihrer Mittelki-aft Q=]00 kg sein. Der Druck in b 
übertrügt sich direkt durch die Stange E auf den Punkt h, 

Fi<;, 42. 
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des Hebels ic, ; es sind demnach im Abstände 1 am Hebel- 
arm kc, genau 50 kg tliätig. Der Druck im Punkte a über- 
trägt sich direkt auf den Punkt a, des einannifren Hebels cd; 
demnach entfallen auf den Punkt c des Hebels cd im Ab- 
stände 5 nur 50 :5 = 10 kg, denn diese 10 kg im Abstände 
5 wirkeu nach den Gesetzen über den Hebel genau so, als 
wie 50 kg im Abstände 1, da ja die statischen Momente 
-;- 50 , 1 = 10 . r» -i- einander gleich sein müssen. Durch die 
Zugstange F werden die letztgenannten 10 kg auf den Punkt 
c, des Hebels kc^ im Abstände 5 übertragen. 

Es handelt sich jetzt darum, zu ermitteln, welches Gewicht 
G im Abstände 10, d. i, im Punkte i des Hebels iCj wirken 
mufs, um den Gewichten von 50 kg im Punkte b, und von 
10 kg im Punkte c, das Gleiciigewicht zu halten. Nach den 
Gesetzen über statische Momente**) mufs diesem Eall ent- 
sprechend sein : 

•J Vergl. Seite 75 ) 
••3 Vergl. Seite 78.) 



G.10 = 
G = 



50.1-1-10.5 und damit 
50 4- 50 _ 100 



=. 10 kg = V,o dei" I-^t Q. 

Legt man die Last Q = 100 kg so nahe an den Punkt 
b, dafa auf denselben 80 kg Druck entfallen, so bleiben für 
die Punkte a und a, nur 20 kg übrig. Das entspricht einer 
Belastung der Punkte c und c, von 20:5= 4 kg. Für den 
Gleichgewichtszustand mufs dementsprechend sein: 
G. 10 = 80. 1+4. 5; mithin 



10 



h 



G^ 

= 10 kg= '/,„ der Last Q. 
Es ist also tbatsächlich gleichgültig, an 
welche Stelle der Brücke man dieLastlegt; esist 
as a,ber auch die Grundbedingung für die Hebel- 
verbindung an der Dezimalwage, 

Allgemein stellt sieb die Rechnung folgendermafaen : 
Bezeichnet man die in den Punkten a und b auftretendeo 
Seitenkräfte der Last Q entsprechend mit p und q, so mufe 
p -|- q ^ Q sein. Setzt man den von p ausgehenden und im 
Punkte c wirksam werdenden Druck = x, so mufs am ein- 
armigen Hebel c d für den Gleichgewichtszustand x , 5 ^ p . 1 
sein, woraus X ^ p/j folgt. Am zweiarmif^en Hebel ic, wirken 
demnach im Punkte b, das Gewicht q. im Punkte c^ das Ge- 
wicht p/^ und im Punkte i das Gewicht G. Demnach mufs sein : 

G.lO-q.l + E.5 

= P -f" 1 = Q i mitbin 

G =^^='/io der Last Q. - 

Die Einrichtung der Centesimalwage ist entsprechend 
getroffen, nur mufs bei dieser Hebelverbindung das Gewicht 
= '/,flp der abzuwiegenden Last betragen. Auch hier ist es 
gleichgültig, auf welchen Punkt der Brücke die Last gestellt wird. 



Neuntes Kapitel. ^^M 

Das Wellrad, 

Das Wellrad (oder Rad an der Welle, Fig. 43) besteht 
aus einer um ihre Achse drehbaren Welle und einer kreisförmigen 
Scheibe (oder Rad), welche mit der AVelle fest verbunden ist. 
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Am Umfange des Bades oder der Scheibe wirkt die Kraft; 
an der Wolle hängt vermittelst eines Seiles die Last, welche 
durch Aufwickeln des Seiles auf 
die Welle bewegt wird. Die 
Welle kann horizontal, vertikal 
oder auch geneigt angeordnet 
sein. 

Für die Bestimmung des 

Gleichgewichtszustandes am 

Wellrade kommen dieGesetze des 

zweiarmigen Hebels in Betracht. 

Bezeichnet man mit R den 
Halbmesser des Rades und mit 
r den Halbmesser der Welle, 
80 ist R der Hebelarm der 
Kraft und r der Hebelarm der Last; mithin für den Gleich- 
gewichtszustand ohne Berücksichtigung der Bewegungs- 




1 



P.R^Q.r woraus folgt: 



H P=¥ 65) 

W ' Q-""-^ 66) 

W Gewöhnlich werden hierbei die Halbmesser R und r immer 

m bi8 zur Mitte der zugehörigen Seilenden gerechnet. 

Beispiele: 

1) Welche Kraft ist an einer Welle von 18(1 mm Durc 
forderlich, um eine Lael von 500 kg zu heben, wenn der I 
des Rades 2,b m beträgt? 

Nach Formel ÖS) erhält man: 

Q . r _ 500 . 0,09 _ ^^ ^_ 



P=^ 



"1,25 



sines Wellradee gehoben werd . 
mm, der Durchmeaoer des Rades , 
wirkende Kraft P = 20 kg iatt 



2) Welche Last kann vermittelst 
wenn der Durobmesser der Welle 230 
tj6 m und die am Umfance des Radei 

Aua Formel 66) erlialt man; 

^— r ~ 0,il5" 

3) Welchen Halbmesser mufs man dem Rade geben, wenn durch 
" «ine Kraft von 30 kg eine Last von bOO kg gehoben werden soll, welche 

an einer Welle von 240 mm Durchmesser hängt? 



139,13 kg. 



Aus Formel 65) P = 



- ergiebt sich durch Umformung; 



500 . 0,12 



4) Wie grofs mufB der Halbmesser der Welle geno 
n dnrch eine Kraft von 40 kg, welche an einem Ri 
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Darohm 


aser wirkt, eine Last vrm 450 Vg im Ule 
Uli V 


chge wicht gehalten 


Au 


^ Formel 65) P = ^j^'' erhalt man durch 


Jml'oi-mung: 



^ 



Das Wellrad kommt in den verschiedensten GeBtalten zur 
Anwendung; als Winde, Haspel, Tretrad, TretBcheibe, Sprosaen- 
rad, Göpfil, Spillrad u. a. w. 

Die Berechnung ist in allen Fällen auf gleiche Weise durch- 
zuführen und es mag genügen, hier nur noch einige allgemeine 
Bemerkungen heizufügen. 

Der gewöhnliche Kurhelhaspel (Fig. 44) hat zwei einander 
gegenüberstehentle, um ilO" versetzte Kurbeln von i)6 bia 45 cm , 
Ärmlänge, und eine zur Aufnahme des Seiles dienende Welle 
von 20 — '-^r» cm Durchmesser. 
Bei einer fortdauernden 8 — 12 
stüufligen Arbeitszeit nimmt 
man die au der Kurbel wirkende 
Kraft eines Arbeiters zu 
8—10 kg an. 

Wirken an einem aolchen 
Kurbelhaspel zwei Arbeiter zu- 
imen mit einer Kraft 
= 1(3 kg an einer Kurbel 
von 40 cm Länge und einem 
Wellen-Halbmesser von 12 cm. 
so erhält man nach Formel 66) 
als zu hebende Last: 

Infolge der Beweg un gab ind er nisse, der Reibung der Zapfen, 
in den Lagern, der Steifigkeit der Seile u. s. w. wird aber 
eine beträchtlich gröfsere Kraft aufgeboten werden müsseii, 
um die Last zu bewältigen. Man nimmt meistens den BeibungB- 
und Sei Isteifigk ei ts widerstand zu ^. in günstigen Fällen zu 
.J- bis ^ der Last Q an, so dafs in vorstehendem Beispiel die 
zu hebende Last nur 40 kg betragen dürfte. 

Ist die Last gröfaer, so mufs ein Bädervorgelege an- 
gewendet werden, da die Kurbellänge 40 — 40 cm nicht über- 
schreiten soll und der Wellen -Durchmesser der Festigkeit 
wegen nicht unter 20 cm gewählt werden darf. Bei nicht an- 
dauernder, sehr kurzer Wirkung auf die Kurbel, kann J 
die Kraft eines Arbeiters zu 12 — IC kg annehmen. 




»el, kann iuWh 



- 99 — 

Bei einem durch Mensobeukraft getriebenen GcJpel oder 
' Tuitmelbaum, soll der BahndarchmeHBer uiclit kleiner als 
3 m sein. Die Krüft eines Menschen kann man hier etwa» 
höher als bei der Kurbel annehmen, nämlich zu 9—10 _ 

Beim Pl'erdegöpel nimmt man für ein Pferd gewöhnlichen 
Schlages eine Zugkraft von 40 kg an; für kräftige Pferde eine 
solche von 60—70 kg. Der Bahudurchraesser soll mindestens 
10 m betragen. 

Bei Berechnung des Tretrades (Fig. 4ö) oder des Lauf- 
rades (Fig, 4(i) ist zu berücksichtigen, dafs die Kraft, welche 
Fig. 4U 





durch das Gewicht des im Rade arbeitenden lebendigen Wesens 
gebildet wird, nicht an einem dem Badhalbmesser gleichen 
Hebelarme wirkt, sondern an einem Hebelarme, welcher er- 
balten wird, indem man durch den Schwerpunkt des arbeitenden 
Geschöpfes eine Senkrechte gezogen denkt, und auf diese wieder 
eine Senkrechte vom Drehpunkte aus fällt. Der Erfahrung 
zufolge ist die von dem betreffenden Arbeiter ausgeübte Kraft; 
i;leich i seines Gewichtes. 



Die Wirkung eines Wellrades ist von der Gröfae dea 
Hebelarmes der Kraft, sowie von dem Halbmesser der Welle 
abhängig, d. h. die zu hebende Last kann um so gröfsei' 
sein, je gröfser der Hebelarm der Kraft und je kleiner der 
Wellen balbni esse r ist. Diese Gröfsen dürfen aber gewisse 
Grenzen nicht überschreiten, da der Festigkeit wegen der 
Welleuhalbmesaer nicht zu klein, und des Raumes wegen der 
Hebelarm der Kraft nicht zu grofs genommen werden darf. 

um diesen Übelständen abzuhelfen, gab man der Welle 
zwei verschiedene Durchmesser {Fig. 47), schlang ^a& ^^^^ 



I 
I 

I 



laMSS^ 



ibo 



P 



an wdchem die Last hängl, um eine loae Kolle uml liefs 
dieses Seil bei der ümdrebniig der Welle sich toq dem 
^ ^7 dünnen Teil der Welle 

A ab-, und auf dea 
stärkeren Teil B auf- 
wickeln. Man neont 
iiese Vorrichtung 
IJ ifferentialwinde. 
Die Last Q zerlegt 
sich hierbei in zwei 
Seitpnkräfte, jede gleich 
k Q . wovon die eine 
^in rler Welle A, die 
rtiniere im entgegenge- 
■iptzten Sinne an der 
\Velle B wirksam ist. 

Bezeichnet P die 
Kraft. R den Hebelarm 
der Kraft, r, den gröfaeren und r^ den kleineren Wellen- 
halbmeaser, so erhält man als Betiingiiug für den Gleich- 
gewi cbtszustand ; 

P.K+iQ.r, =iQ.r, oder 



rig. i(. 




Q (r, - r.) 



. 67) 



Es ist hieraus ersichtlich, dafs die zu hebende Last nur 
abhängig ist von dem Unterschiede (rj ~ r^) der beiden 
Wellenhalbmesaer. 

Beispiele: 

1) Welche Krnft iat erforderlich, um eine Last von 600 k? im 
Gleichgewicht zu halten, wenn R = 0,4in, r, =0,lrjm, und rii = 0,l3ai 
angenommen werden'^ 

Nach Formel Ö7) ist; 

p_Q (r.-rO ^COÜ (0 ,15^ 0,1 31 _ . 

P=-^-^ -T^ TT-. -22,&kg. 

2) Welche Laut Q is 
gewicht lu halten, wenn it = 

Nach Formel tiö) ist: 



eine Kraft P = 20 ke im üleicb-- 

■i = 0,2 m, und ra = 0. 18 m betn 



^^L übnng 
^H iit 



= 2.P, 



übnn^belsplele : 

i) Welche Last ha 

der Durchmesser di 

Umfange dea 



- r,) (0,2 — 0,18) 

nn vermittelst einsa Wellrades gehoben werden, 
:r Welle = IfiO mro, der Raddurobmesaer = 1,2 in 

Rades eine Kraft P= 311 kg wirkt? 

Lösung : Q = 200 kg. 



— 101 

2) An einem Kurbelhaspel (Fig. -i4) wiiken üwpi Arbeiter ai 
Diit eioer Kraft P = 30 kg, Es soll L'ine Last Q = i[lO kg gehoben 1 
werden, -wenn die Welle einen Durchmesser von IfS mm hat und die ] 
liewegunffBhindemisse zu '/> ^^^ Last angenommen werden. WeliJie ' 
Lange erhalten die Kurbeln ? 

Lösnng: R = 0.36 m. 

3) Welche Kraft ist erfurderlich, um an 
Darchmesaer eine Last von T&U kg eu heben, 
Kodes 2,8 m beträgt ? 

Losung; P = 40,17 kg. 

4) Welchen Halbmesser mufs eine Welle erhalten, wenn durch e 
Kraft P = 25 kg, welche an einem Rade von 1,5 m Halbmesser wirkt, 
einer Last Q^:500 kg daa Gleichgewicht gehalten werden soll? 

Lösung: r = 0,075 ni. 

5) Welche Last kann ein Arbeitfir vermittelat eines Tretrades 
(Fig. 45) aufwinden, wenn die ausübende Kraft des Arbeiters zu ib kg, 
der Hebelarm der Kraft zu 1,3 m, der Wellenhalbmesser zu 0,d2 m und 
der Reibungs- und Seilsteifigkeitswid erstand zu '/a der Last augenommen 
werden? 

Lösung: Q=i23 h 

6) Welche Kurbellänge R ist bei der Diöerentialwiude ' (Fig. 47) 
erforderlich, um eine Last Q = 750 kg aufzuwinden, wenn die Kraft 
P = 24 kg, die Wellenhalbmeaaer r, ^0,15 m und is = 0,13 m betragen? 

Lösung: K = 0,:iia u 



Zehutes Kapitel. 
' Räderwerke. 

Mehrere Wellräder werden untereinander entweder durch 
Hieiuen, Seile, Ketten oder Räder verbunden. 

In letzterem Falle sitzt auf der Welle, an welcher die Kraft 
vermittelat einer Kurbel oder eines 
Bades wirkt, ein kleines Rad, das 
Getriebe, welches in ein gröfseres 
Bad auf der zweiten Welle eingreift ; 
an dieser Welle kann wieder ein 
Getriebe angebracht sein, welches 
die Bewegung anf ein an der dritten / 
Welle befindliches Rad überträgt /p 
B. s. w, (Fig. 48). 

Um den Zustand des Gleich- 
gewichtes für ein solches Räder- 
werk herzustellen, verfährt man auf 
dieselbe Weise wie bei den zusammengesetzten Hebelwerken, 

Bezeichnet man die Halbmesser der Räder mit S^, -B^, E,, 
die der Getriebe mit r^, r^, ig ; den Druck zwischen dem ersten 




ODd zweiten Wellrade mit x, und den Druck zwischen dem 
zweiten und dritten Rade mit y, so ist x für das erste Well- 
rad die Last und für das aweite die Kraft, y für das zweite 
Wellrad die Last und für das dritte die Kraft. Man hat 
dann als Bedingung für den Gleichgewichtszustand : 

Für das erste Wellrad P . R, = x . r, . . . . I) 
„ „ zweite ^ X . Kj = y . r, . , . . n) 

„ „ dritte „ y.Rg^Q.rg . . . - III) 

Durch Multiplikation*) dieser drei Gleichunpeu ergiebt sich: 
P . R, . X . R, . y . K, = X . r. ..y . r, , Q . r,. 
Da sich X und y auf beiden Seiten hehen, folgt: 
P . R, , E, . K, — Q . r, . r, . r, oder 

P = srr&l<ä SS) 

Q«";--^;-?!.? 70) 

Wurden die Räder mit den Halbmessern R^ und r^ ausfallen, 
so gellen die Formeln 69) und 70) über in: 

P = ra;-Q 71) 

I """^ Q=v!t7,'-P "'•'* 

Als Zahndruck an den Berührungsstellen der Zähne, d. i. 
im Teilkreise, erhält man aus Gleichung I): 

.^^}' TS) 

^^^ und aus Gleichung III): 

■ . y=\? ") 

^™ Beispiele: 

^ 1) An einer Winde, deren Räderwerk 

in Pig. 49) dargestellt iat, wirken zwei 
Arbeiter, je mit einer Kraft von 10 kg, 
y^i^lIrsSTL an einer 40 cm langen Kurbel. Da» «n 
\ f( i^ \ WIlJ V) ^ß'' Kurbelwelle Bitsende Trieb hat 6 om, 
f ^^_^ . ^^^ ^^'^ "■" ^^^ Trommelwelle 3Ö oni, die 
'Vi ^l^m^/r Seiltrommel 10 em Halbmesser. Weiche 
'jjl^sj lUvJj Ijast kann durch diese Kraft im Gleich- 
gewicht gehalten werden? 

Gegeben sind; P = 20 kg, R, = 40om, 
Rj = 36 cm, r, = ü cm, r, = 10 cm. 
Aus Formel VI) ergiebt aich: 

*) Vei^I. äeite 26, unter ;il, o). 
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Rechnet DiBn Ifi^io Verlust Buf 6ie vorhsodenen Widerstände, 
würdeo in Wirklichkeit nur 480—0,-15.480 = 408 kg bIb zu bebende } 
Last anzunehmen aein. 

Den Zahndruck an der Beruh runas stelle erhalt man aus Formel 73): ' 

2) Mit vorstehen der Winde aollen durch zwei Ärlioiter 90(1 kg- ga- - 
L werden. Welchen Halhmeaser mufa (Ins Ead auf der Trommel- 
erbalten, wenn der Rei hu ngswid erstände wegen die zu hebende 
' liBst XI) 1000 kg angenommen wird? 

u j^)j{ pjgj) durch Umformung : 



ä Formel 72) Q- 



.ra 1000.6. 10 



.HJ Bei Einer Winde mit doppel 
tem Rädervorgelege sind gegeben 
K,=40cm,R, = 50cm,Rs = 60cm 
n = 6 cm, Ti = JO cni, r 

Welche Last kann durch 
Kraft von 24 kg im Öleiahgewioht 
gehalten werden? (Fig. 50.) 

Nach Formel 70) ist: 



^:^. 24 = 3300 kg. 



6. 10.15 
Als Zahn druck einlebt sich 
.8 Formel 73); 



und ans Formel 74J : y = 

4) Ein Erahn (Fig. 51) 
hat zwei Vorgelege mit 
Snrbeln von Ab cm Länge, 
ftn denen je ein Arbeiter mit 
einer Krall von 12 kg wirkt 
Auf der Kurbelwelle sitzt 
Bin Trieb von 9 cm Halb- 
me*aer, welches im Eingriff 
mit einem Kade von 30 cm 
Halbmesser auf der Vorge- 
legewelle steht. Auf dieser 
sitzt ein Trieb von 12 cm 
Halbmesser und treibt ein 
Rada,uf der Ketten trommel- 
WöUe von 60 cm Halb- 

Wie groffl mufa der 
Halbmesser der Ketten- 
tromrael genommen werden. 




Iwenn dureh die Arlieiter eine Last von J5W kg, ohne Rücksicht lut 
BeitiuDg, gehoben wenlen soll? 
Gegeheu sind: 
P = -J4kg, R, =--4:icm, R, = 30cm, R* = 60oin; 
r, =9 „ , r,=^12 ,, Q = 1500 kg. 
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Aus Formel 70) Q = ' ^' ' - ^" - f 
_ R, ■ R, ■ H, ■ F _ J5 ■ 30 ■ 6 ■ 2i 
""'"" r, .r,.Q ~ 1500. 9. 1-' ^ 



Ali Zahndrucke erhält man: 

P . a, 24 . 45 



12(1 kg. 



h 



5) Eine Wagenninde hat »ine Kurbel von 30 cm Länge und ei» 
e Zahnstange eingreifendes Trieb von 6 em Durubmeaser. Welche 

Last können Kwei Arbeiter mit dieser Winde beben, wenn die Kraft 

eines Arbeiten an 15 kg angenommen wird? 

Gegeben sind : P = 30 kg, Ri ~ 30 um, r, = 3 cm. 

Folglich entaprechend Formel l): Q = — - = ^^^ = .100 kff. 

Diese 300 kg entsprechen zugleich dem Zahndruck ia der Zahn- 
stange und im eingreifenden Trieb. 

lij Bei einer anderen Wa^enwinde mit einer Kurbel von 30 cm 
Länge sitat an der Kurbelwelle ein Trieb von ti cm Durchmessef, 
Dieses treibt ein Rad von 13 cm Durchmessev, mit dessen Welle das in 
die Zahnstange eingreifende Trieb von 9 cm Durchmesser verbunden iiL 
Welche Last können zwei Arbeiter überwinden, wenn die Kraft eines 
jeden zu Iri kg angenommen wird? 

Gegeben sind: P = 30 kg, Ri=30 cm. Ra = 6,5 i 
r,=3 „; r,=4,5 

Mithin nach Formel 72): 

ü^^,^ 

^ r, . r, ■ 3 . 4,5 

Diese 4!)3,3 kg enteprecheti zugleich dem Zahndruck in der Zahn- 
stange. Der Znhndruck in dem Trieb von 6 cm Durchinesaer bra-echnet. 
sich nach Formel 73) zu: 

K = ^■^ ' = ■'" ■ 3 _ ^J00 li 
tJbungBbe] spiele : 

1) Bei einem Räderwerk, wie in Fig. 4 8J dargestellt, soll derHsIC 
messer des Rades auf der Trommel welle derartig bestimmt werden, 
dal'a mit einer Kraft von 35 kg eine Last von 2000 kg gehoben werden 
kann. Welchen Haibmeaaer mufs Rj erhalten und wie grofs sind di« 



Zohn- 

L kann. Welchen Haibmeaaer mufs Rj erhalten und wie grofs sind di« 

^^^_ Zahndrucke an den Beruh rungastellen der Zähne, wenn gegeben BtB^^^H 
^K Ri=40 cm, R,^50 cm; '-^^1 

^H r, = 6 „, ra=10 „, r,=^20cm. ^H 

^^H Lösung: Hs^'JäRin; x = iliG,7 ki;; ^^M 
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C 2) Welühe Laat kann 


vermittelst 3 


es Räderwerke 


B Fi^. 


4S) durch 


einen Arbeiter, welcher an der Kurbel m 


t 12 kg 


wirkt. 


gehob 


n werden 


wenn gegeben sind: 












Ri = 4r, em, 


R, = 54 ow 


, R. = 


m CT 








r. = l5 „ 




9 .. 






LöBung 


: ti^lOSOkg. 








3) "Welche Kraft ist erforderlich, un 


n mit ein 


m Erahn [F 


g. 51) eine 


Last Von 3U0U leg zu heben, 


wenn gpgeb 


n Bind: 








■1,' R, = 45 cm, 


R, = 54 cn 


, R-1- 


75 cn 






m r.^lO „, 


r, = l'i , 




15 ., 






■ LOSUD 


: i- - 30 kg 


' (abger 


andet) 






[ 4) Welchen Halbmeaser 


erbült die Trommel ei 


nerW 


ndenvorrichtung 


wenn gegeben ainil: 














ß, = 44,8 cm. 


R, = 26 cm, 


R. = tJ2.4 cm 








r, = 5,3 „ . 


r. = 10,4,.; 












Q = 3tiUükg, 


P = 3(1 kg. 












^^ Lüsung 


rj=ll,2 c 


n. 






^ 


u 



Elftes Kapitel. 
Die Rolle. 



Die Eolle ist eine kreisrunde mit konzentrischer Aölia'e 
versehene bewegliche Scheibe, deren Urafang zur Aufnahme 
eines Seiles, eines Hieniens oder einer Kette vorgerichtet ist. 



fi^ ' 



L 



Man unterscheidet feste und loa 
Rollen. Eine feste Rolle (Fig. 52) ist 
eine solche, welche nur eine drehende 
Bewegung um eine feste, üiren Ort nicht 
verändernde Achse annehmen kann; 
sie ist von einem Seile umschlungen, an 
dessen- einem Ende die Last, und an 
dessen anderem Ende die Kraft wirkt. 

Zieht man in nebenstehender Figur 
aus dem Mittelpunkte der Rori« Nor- 
malen zu den Richtungsliuien von P 
und Q, so ist die Verbindung dersellien 
als ein gleicharmiger Hebel aufzufassen, » 
an welchem Gleichgewicht stattfinden 
wird, wenn die Kraft ebenso grofs 
ist als die Last, Hieraus folgt, dafs bei der festen Bolle an 
Kraft nichts gewonnen, d. h. gespart wird, und dieselbe nur 
dazu dient, eine Veränderung in der Kraftrii' 
herbeizuführen. Um Bewegung zu ermöglichen, mufs sogar . 
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Idie Kraft, der Reibung und der Steifigkeit der Seile wegen, 
■gröfser sein als die Last. 
Eine lose Kolle (Fif[. 5i)) ist eine Bolclie, welche sich 
nicht nur um ihren Mittelpunkt dreht, sondern sich mit der 
Last, welche in der Rolleoaiitte an einem Bogenanuten Kloben 
^befestigt ist, hebt und senkt; also ihren Ort verändert. 
Fig. 53. Fi^. 54. 



1 





Verscliiedene Anordnungen der losen Rolle siud aus den 
Fig. 53. 54 und 55) ersichtlich; der besseren Leitung wegen 
wird das Seilende, an welchem die Kraft wirkt, gewöhnlich 
noch um eine feste Rolle geschlungen. 

Sind die Seilenden wie in Fig. 53 und 54) parallel 
gerichtet, so hat jedes derselben die halbe Last zu tragen; 
es ist mithin für den Gleichgewichtszustand : 

75} 



Fig. : 




Sind die Seilenden nicht 
parallel (Fig. 55), so ist der 
Gewinn an Kraft nicht SO 
grol's; er wird um so geringer, 
je mehr die Seilenden vom 
Parallel ismus abweichen. Für 
die in Fig. 55) dargestellte 
Anordnung ergiebt sich fol- 
gendes Gesetz: 

Gleichgewicht findet 
statt, wenn sich die 
Kraft zur Last verhält, 
wie der Halbmesser der 
Rolle zur Sehne des von 
dem Seil umscblunge- 



Bezeichnet man den Halbmesser der Rolle mit r. 
Seime des von dem Seile u mscblungeEen Bogens mit s, so 
hält man für den Gleichgewichtszustand: 
P ; Q ^ r : s, woraus folgt: 

P = ^ 76) 

Q = ^" 77) 

Beispiele: 

1) Durch die in Fig. 54) daro'estellte Rollenverbindunft soll f 
Last von 100 kg gehoben werden. Welche Kraft ist hierzu erforderlich? 

Aus Formel 75) erhält nmii: 

Nimmt man die Bewegungswideraläude zu '/m = 10% der Latt 
«i,9D folgt: 

P = ÖO -1- 0,1 . 100 = 50 + 10 = ISO kg. 

2) Welche Last Q kann vermitteUt der in Fig. 55) dargestellten 
Uollenverbindung durch eine Kraft P = 60 kg gehoben werden, wenn 
der Radius der loaen Rolle r = 20 cm und die Sehne a = 30 cm ttnge- 
wiminen werden? 

Aus Formel 77) erhält man : 

Werden auch hier die Widerstände zu '/lO = '0% ^^'^ ^^^^ acjge- 
Mmmen, i=o folgt: 

Q = 90 — 0,1 , 90 -= 90 — 9 = 81 kg. 

Will man mit geringer Kraft vermittelst der Rollen grofse 
Lasten lieben oder senken, so verbindet man mehrere feste 
und lose Rollen mit einander. Solche Verbindungen nennt 
«an Rollen- oder P'laschenzüge. Man unterscheidet 
hierbei folgende Arten: 

I) Der Kollenzug oder Potenzflasclienzug. 

Derselbe besteht aus mehreren losen Rollen, welche ver- 
mittelst einer gleich grofaen Anzahl Seile auf die aus Fig. 56) 
ersicbtliche Weise mit einander in Verbindung gebracht 
•erden. An der untersten Rolle hängt die Last Q, während 
^^ Kraft P an dem über die feste Rolle geschlungenen 
Stileude wirkt. 

Nimmt man 3 lose Rollen nnd parallele Seilrichtungen 
*". so ist nach Vorstehend ein der Zug in dem an der zweiten 
Solle befestigten Seilende des um die erste Rolle geschlungenen 
Seiles gleich der halben Last, also = ^ Q. Dieser Zug 

t aber die an der zweiten Rolle wirkende Last, mithin ist 



Fig- f.6- 
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I die Spannung des an der dritteii Rolle befestigten Seilendes 
viederum nur gleich der halben, an der zweiten losen Rolle 
wirkenden Last, also = j (i Q) = i Q. nnd aus demselben 
Grunde der Zug in dem über die 
feste Rolle geführten Seilende 
^ = i(iQ) = 3Q; f«lg''<^^ t'^ir den 
Gleichgewichtszustand, ohne Rück- 
sicht auf Bewegungshindernisse und 
das der Kraft entgegenwirkende 
Eigengewicht der Rollen 

P-^Q 78) 

woraus folgt: Q = 8. P ....79) 
d. h. man kann mit einem 
solchen Polen zflaschenziige eine Last 
bewältigen, welche 8 mal so grofs ist 
als die an dem Zuge thätige Kraft 
Formel 78) kann, wenn man be- 
rücksichtigt, dafs 8 = 2^ ist, auch 
noch wie folgt geschrieben werden: 
P =^ ^j, woraus unmittelbar folgt; 

Q = 2' . P. 

Wären in dem Zuge 4 loae 
Rollen vorhanden, so müfste 

- -^ sein, woraus sich dann 

^ 2* . P ergiebt. 
In den letzten Formeln erscheint die Zahl 2 immer in 
der Potenz, welche der Anzahl der in dem Zuge vorhandenen 
losen Rollen entspricht; bezeichnet man diese Anzahl allge- 
mein mit n, so folgt entsprechend: 




P-.1 



80) 
81) 



Q = 2° . P 

Hieraus ist ersichtlich, dafs ohne Rücksicht auf Hindar- 
nisae, die Last mit der n*"" Potenz von 2 zunehmen 
kann. Bei 4 losen Rollen braucht man demnach nur den 
2* = 16'"' und bei 6 losen RoUun nur den 2" = 64'" Teil 
der Last als erforderliche Kraft. 



3) Der gemeine Flascheuzug. 

Derselbe besteht aus mehreren festen Rollen a und 

:eren losen Rollen b, welche in einem gemeinschaftlichen 

Gehäuse, der sogenannten Flasche untergebracht sind, und in 
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der aus den Fig. 57, fiS und 59) ersichtlichen Weise von e 
befestigten Seile umschlungen werden. 
Ist dieses Seil an der festen Flasche befestigt, wie Fig. 57) 
izftigt, so ist stets die gleiche Anzahl Rollen in jeder Flasche 
loiderlich ; ist es aber an der losen, beweglichen Flasche 
t gemacht, wie in Fig, 58), so mufs in der festen Flasche 
"j eine Rolle mehr vorhanden sein. 

r ^7. FIl'. ■".-.. Fig. 59. 




In beiden Fällen verteilt sich die Last gleic! mafsig auf 
die Anzald der Seilenden; es ist daher die Spannung der 
Seilenden im ersten Fall, hei ü Rollen = ^ Q, und im zweiten 
bei 5 Rollen .= J Q, itifolgedesseii auch 

P = i Q oder P - 1 Q 
wird, woraus für den Gleichgewichtszustand folgt: 







■ f. 
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P;Q=|:6 (Fig. 57) nnd 
P:Q=t:5 (Fig. 58). 
Bezeichnet allgemein bei einem gewöhnUchen Plaschen- 
zuge n die Anzahl der Rollen überhaupt, so 'erhält 
sich entsprechend : j 

P : Q = 1 : n oder 

P = ^ 83) 1 

und Q = P . n S3l 

Bezeichnet mau mit m die Anzahl der losen Rollen. 
Bo folgt für Fig. 57 ) : 

P : Q = 1 : 2 m und diimit 

Q = 2ni.P S41 

und für Fig. 58): 

P:Q= 1 :I2 m+ 1) und damit 

Q = (2 m+li.P S5) 

Damit diese Flaschenziige nicht einen zu grofsen Itaum 
einnehmen, kann man die Rollen auch nebeneinander, statt 
untereinander anordnen, wie Fig. 59) zeigt. Es wird sich 
hierbei jedoch der schiefen, verschränkten Lage der Seile- 
wegen, eine stärkere Abnutzung und eine ziemliche Ver- 
gröfserung der Reibung bemerkbür machen. 

3) Der Differential-Flaschenzug. 

___^'ff-_^- Der Differeutial-Fkschenzug besteht 

t zwei, in einem Stück gegossenen festen 

Rollen, deren Durchmesser nur wenig von 

einander verschieden sind, und aus einer 

losen Rolle, an welcher die Last angreift. 

(Piß. eo.) 

Eine endlose Kette, in welcher die 
lose Rolle hängt, schlingt sich derartig um 
die festen Rollen, dafs sich bei abwärts 
gerichtetem Zuge die Kette von der kleiuereo 
Holle ab- und auf die gröfsere Rolle auf- 
wickelt. 

Bezeichnet man den Halbmesser der 
grofseren Rolle mit R, den der kleineren 
mit r, so folgt für den Gleichgewichts- 
zustand, da die Spannung in den beiden 
Kettenendeii je j Q beträgt : 
P R + lQ.r-iQ.B, d. h. 

P = S_K--Q 86) 

und Q = 5^,-P 87) 
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api 



]) Welche Kraft iil erlorderlich. i 
Fiaacheozuge mit 6 Rollen einer Lust Q, 
ED halten? 

Nach Formel R3) iat : 

P_4 



hinein cewBhnlichen 1 
das ü^leichge wicht 



= 50 kg. 



2) Wfilclicr Last kann du 
eines gewöhnlichen Fiflpchenzu 
halten werden? 

Nach Formel B'.i') erhält 
ti=P.: 

3) Welche Last kann he 
einen Polen Kflaachenzug mit i 

Aus Formel ai) folgt: 

Q = P.5- = 

4) Welche Kraft P ist b 
zngea erforderlich, um einer 
halten, wenn R = 0,13 m und 

Nauh Formel 86) ist: 

5) Kine Last von 4il0 kg aoll durch eint 
mittelst eines DiÜ'erential-Flaachenzuges gehobi 
der fcrofaen Rolle beträgt 0,10 m; welchen Kadi 
erhalten? 



P = - 



L 8 Kollei 



i = 20.8 = lb0 kg. 

i einem Kraftaafwande von 25 kg durch 

losen Hollen gehoben werden? 

55. 2' = 35. 16 = 400 kg. 
ei Anwendnng eines Differential-Flaachen- ' 
Lost Q = 500 kg das Gleichgewicht i 
r = 0,rj m angenommen werden? 



Kraft von 35 kg ver- 

werden. Der Radius 

I inuls die kleine KoUe 



AuB Formel 86) P = -^-^ .Q folgt: 

Q . R — 1,' P . R 400 . 0,1 — 2 . 35 . 0,1 



= 82,5 j 



ÜbnBgBbelspIele: 

1) Welche Last Q kann vermittelst der in Fig. 54) dargeatellten 
Sollenverbindang durch eine Kraft P^50 kg gehohen werden? 

Lösung: 1^=100 kg. 

2) Vermittelat der in Fig. 55) dargestellten Rollenverbindung soll 
eine Last Q=r)20 kg gehohen werden; der Halbmesser der Rolle be- 
trege 26 cm und die Sehne des vom Seil umspannten Bogens 40 cm. 
Welche Kraft ist hierzu erforderlich? 

Löaung: P = T8 kg. 

3) Welche Last können 4 Arbeiter, die zusammen einen Zug von 
48 kg ausüben, vermittelat eines Potenzflaach enzuges, bestehend aus 6 
loien Rollen, heben? 

Lösung: Q ^ 3072 kg. 

4) Welche Kraft ist erforderlich, um durch einen gewöhnlichen 
Flascbenzag mit 8 Rollen eine Last von 150 kg zu hebeni' 

Löaung: P= 1H,75 kg. 

5) Welche Last können 2 Arbeiter, die zusammen einen Zug von 
30 kg ausüben, an einem gewöhnliehen Flascheniugo heben, wenn der- 
■elbe ans 7 Rollen besteht und die bewegliche Ftaache ein Gewicht von 
12 kg hat? 

Lösung: Q= 198 kg. 




^ 



16) Wie viel Rollen m 
lieben, wenn ein Arbeiter 
150 \g beben soll? 
Ijögani;: tj =; 10 Rollen. 
7) Welche Last kann ein Arbeiter, welcher einen Zug von 16 kg 
auBÜbt, vermittelst eines DifTerential-Flaachenzuae« heben, wenn der Etlb- 
messer der gröfseren Rolle R = i:',l m und derjenige der kleineren RolU 
T = (K('H m beträgt? 
Losung: Q= ISO kg. 
S\ Vermiltelat eines Differenltalflnschenzuges soll eine Last too 
blK) kg gehoben werden. Der Hallwesser der ^röaseren Rolle betragte 
0.13 ra. der Halbmeaser der kleineren Rolle (1,12 m. Welche Kraft ist 
hierzu erforderlich? 
Lösang: P= 19,3 kg, 
Bei allen ßolleuverbindungen und Flaschenzügen bilden 
ßeibung und SeilsteiGgkeit ein aufser ordentliches Bewe^iiiigs- 
hindernis. Bei gewöhnliclien Fiaschenzügen mit 2 bis 3 Bollen 
in jeder Flasche sind die Widerstände zu J bis zu ^ der 
Last zu veran seil lagen, so dafs man, um sicher zu gehen, 
4 Q bis 4 Q in 'üe Rechnung einführen mufs. Mit wachsender 
ßotlenzahl steigern sich die Widerstände derart, dafa unter 
Umständen kaum noch von einem Kraftgewinn die Rede sein 
kann. Überdies mufs nach den Gesetzen über „Mechanische 
Arbeit" die Kraft einen soviel mal gröfscren Weg mächen, 
als die Last gröfser ist, wie die Kraft. In den folgenden 
Gleichungen sind die Kraftwege der hier besprochenen RoUen- 
yerbindungen festgelegt. Bezeichnet man mit 
S den Weg der Kraft, 
8 den Weg der Last, 
80 ist für den Potenzflaschenzug : , i 



und besonders für den Zug nach Fig. 5C>): 

,. h. die Kraft macht den 8-fachen 
Weg der Last. 

Für den gemeinen Flaschenzug folgt: 




und' besonders für den Zug nach Fig. 57): 

s = und für den Zug nach Fig. 58) : 



Für den Differential Flaschenzug nach Fig. 60) folgt; 
R — r 
^ ^ 2 ". R ■ 
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Zwölftes Kapitel. 

Die schiefe Ebene. 



I Unter e 



Jene Flache, ^^ 



Fig bl 



Betracht 



Fig. ti2. 



r einer Bchiefeii Ebene versteht man eine ebene I 
mit einer horizontalen Ebene irgend einen spitzen 
ikel bildet. In nebenstehender 
„61) heifsen: AB die Basis, 
FäC die Länge und BC die Höhe 
' 4er schiefen Ebene. 

Bei der schiefen Ebene ist zu 
I untersuchen, unter welchen Bedin- 
I gungen eine auf derselben ruhende 
I Last im Gleichgewicht gehalten 
1 oder fortbewegt werden kann. 

Folgende Fälle sind hierbei hauptsächlich : 
[ zu ziehen : 

1) Die Kraft wirkt parallel zur Länge der 
[ «chiefen Ebene. 

Man zerlege in Fig. G2) die Last Q in zwei rechtwinkelig zu 
' «inander stehende Seiteukräfte, von denen die eine, P = mn, 
parallel und die andere, I> = lni, 
senkrecht zur Länge der schiefen 
Ebene wirkt. Die Seitenkraft 
Im giebt den von der Last Q 
auf die schiefe Ebene ausgeübten 
Druck D an, während m n die 
KraftP darstellt, welche dieLast -^-^ 
ia der Richtung der schiefen 
Ebene nach abwärts zu bewegen 
sacht. Um die Last auf der 
schiefen Ebene im Gleichgewicht 
zu erhalten, mufs eine gleich 
grofae Kraft m n ^ P, aber ent- 
gegengesetzt gerichtet, wirksam sein. Es verhält sich d 
P:Q = mn:mo. 
Aus derÄhnlichkeit der Dreiecke omn und ABO folgt aber: 

»mn:mo = BC : AC, mithin: 
P : Q = BC : AC, oder 

Bezeichnet man die Hohe der schiefen Ebene mit h, die 
Länge mit 1 und die Basis mit b, so erhält man, wenn diese 
Bezeichnungen in die letzte Gleichung eingesetzt werden: 

P = T.Q 91) 
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Der Druck D, vdclieB die last i^ itaf die schiefe Ebene 
ans&bt, erptitt neh ans der Proportioii: 
D : Q = 1 m : mo. 
Da aber die Dreiecke Imo and ABC Ihtilieli sind, folgt 
socfa hier: 

D : Q = AB : AC, nüthin: 

D = -r-p . Q, oder was dasselbe ist, 

D = ^.Q 92) 

2) Die Kraft wirkt parallel zur Basis der 
■ chiefen Ebene. 

Man zerlege in Fig. 63) 
die Kraft P, in die beiden 
zu einander recht vi nkeligen 
Seitenkräite my ^ P nnd 
inx = Di. so giebt D, den 
von P, auf die schiefe Ebene 
ausgeübten Druck an. um 
welchen der Druck Ton Q auf 
die schiefe Ebene also Docb 
vermehrt wird. Hierbei tct- 
faält sich : 




p, 


;P 


= mz: 


mv, oder 


p, 


:P 


= AC: 


AB, folgHch: 




P, 


-||,P oder was dasselbe ist, 




P, 


= i-P 


Nach Formel 91) ist aber: 




P 


=^<i 


Diesen Wert für P in die tm- 




P, 




. Q. oder 



För den von P, auf die schiefe Ebene ausgeübten Druck 
erhält man: 



D. 



.P, 



94) 



Wirkt die Kraft weder parallel zur Länge noch parallel 

zur Basis der schiefen Ebene, so sind die in der Figur bei 

Zerlegung der Kraft entstehenden Dreiecke nicht mehr dem 

Grunddreieclt ABC ähnlich, und lassen sich dann auch die 

L BediDguiigen für den Grleichgewichtszustand nicht mehr bo 

fach aufstellen und uachweiseu, als in den vorstehend auf- 
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Ijeführten Fällen. Ohne Anwendung komplizierter Rechnungs- 
arten kann die Auflösung derartiger Aufgaben nur durch 
Konstruktion — graphische Darstellung — erfolgen. 

Beispiele: 

1) Eine schiefe Ebene steigt auf 15 m Länge um J m; auf derselben 
befindet sich eine Last von 600 kg-, welche durcib eine parallel zur Länge 
der schiefen Ebene wirkende Kraft im Gleichgewicht gehalten werden 
»oll. Wie grofs mufs diese Kraft sein? 

Nach Formel 91) erhält man: 

_, .. h 1 . 600 .^^ . 

P = 1 • Q = -J5— = 40 kg. 

2) Durch eine parallel zur Basis wirkende Kraft von 100 kg soll 
auf einer schiefen Ebene, welche bei einer Länge der Basis von 30 m 
Qm 6 m steigt, eine Last im Grlcichgewicht gehalten werden. Wie grofs 
kann diese I^st sein? 

Nach Formel 93) ist Pi = — . Q; hieraus folgt: 

,, Pi.b 100.30 _„ , 
Q = — ^— = — g =500 kg. 

r 

3) Welche Höhe mufs man dieser schiefen Ebene geben, wenn mit 
;_ derselben Kraft eine Last von 1200 kg im Gleichgewicht gehalten 
' werden soll? 

Aus Formel 93) ergiebt sich: 

*""" Q " 1200 --"'^ ""• 

4) Fünf Wagen, je zu 1000 kg Gewicht, sollen auf einer Eisenbahn, 
welche im Verhältnis 1 : 50 steigt, befördert werden. Welche Kraft ist 
hierzu erforderlich? 

Nach Formel 91) erhält man: 

P=:^.Q = — .5.1000=100 kg. 
1 oO 

Ubnnggbeispiele : 

1) Durch eine parallel zur Länge der schiefen Ebene wirkende Kraft 
^on 50 kg soll eine Last von 750 kg im Gleichgewicht gehalten werden, 
wenn die Höhe der schiefen Ebene 1,5 m beträgt. Welche Länge mufs 
die schiefe Ebene erhalten? 

Lösung: 1 = 22,5 m. 

2) Welchen Druck übt eine Last von 800 kg auf eine schiefe Ebene 
aus, deren Basis = 18 m und deren Länge =: 20 m ist? 

Lösung: D = 720 kg. 

3) Eine Last von 855 kg soll durch eine parallel zur Basis einer 
schiefen Ebene wirkende Kraft im Gleichgewicht gehalten werden, wenn 
♦»ie Höhe der schiefen Ebene 2 m und deren Basis 27 m beträgt. Wie 
^ofs ist die hierzu erforderliche Kraft? 

Lösung : P = 63,3 kg. 

4) Welchen Druck übt eine parallel zur Basis einer schiefen Ebene 
wirkende Kraft von 120 kg aus, wenn die Höhe der schiefen Ebene = 3 m 
«nd deren Länge = 18 m ist? 

Lösung : Di = 20 kg. 



— 116 — 

5) Welche lÄnge erhält ilie Basis einer schiefen Eliei . ... . 
on durch eine pBrallel zur Baais wirkende Kusft ' 
n 500 kjt daa Qleiiihgewicht gehalten werden soll? 

Lösung-; b^=12,5 m. 

6) Die Steigung einer schiefen Ebene zar Basis sei 30'^; wie 
^ofa mufs die parallel zur Länge dieser xchiefi'n Bbene wirkende Kraft 

1 das Herabrollen einer Kugel von 90U kg Gewicht zu verhindern? 
Lösnntr: P — 450 kg. 




^^h äug 



kg einer Last v 



Dreizehntes Kapitel. 
Die Schraube. 

"Wird an der Äufseuaeite eines Cjlinders ein Punkt der- 
artig herumgeführt, dafs er stets um dieselbe Gröfae steigt, 
also seine Richtung immer denselben Neigungswinkel beibehält, 
so nennt man die hierdurch entstehende doppelt gekrümmte 
Linie eine Schraubenlinie. 

Wird ein biegsamer, prismatischer Körper auf dieser 
Schraubenlinie so um den Cylinder gewunden, dafa immer 
eme Seite des Körpers an dem Cylinder anliegt, so nennt man 
die entstehende Hervorragung 
'^- *• ■ ein Schraubengewinde. 

Eine einzige der so entstan- 
denen Windungen heifst 
Schraubengang, und wenn 
mehrere derartige Gänge vor- 
handen sind , das Ganze 
Schraubenspindel oder 
kurz Schraube. 

.Te nach der Form des 
umgewundenen Prismas ent- 
steht fiaches oder spitzes Ge- 
winde. 

Jeder einzehie Schrau- 
hengang ist als eine schiefe 
ßbene aufzufassen, deren 
Basis gleich dem Umfange 
der Schraubenspindel, nnd 
deren Höhe gleich der Steigung eines Sehraubenganges ist. 
Denkt man sich eine Schraube in der durch Fig. 64) 
dargestellten Anordnung und sieht man von den vorhandenen 
Bewegungswiderständen ab, so wird die Scbraubenspindel ao- 
1 infolge ihres eigenen Gewichtes, als auch infolge einer 
angehängten Last Q ein Bestreben haben, sich abwärts zu 




M 
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"ürch welches sie; unter stetiger Drehung 
Gängen des Muttergewindes, genau wie auf einer Bchiefen 
Ebene, herabgleiten würde. Diesem Bestreben, herabzuf^leiten, 
soll nun durch eine, entweder am Umfange der Schraube oder 
an einem gröfseren Hebelarme wirkende, in jedem Falle aber 
liomontal gerichtete Kraft P entgegengearbeitet, und dadurch 
der Gleichgewichtszustand herbeigeführt werden. 

Es sind hierbei die Gesetze der schiefen Ebene in betracht 
zu ziehen und' zwar ist speziell Fall 2) ins Auge zu fassen, 
in welchem die Kraft parallel zur Basis der schiefen 
Ebene gerichtet ist. Für diesen Fall folgt aus Formel 93): 

P-t-Q. 

in welcher Gleichung für die Anwendung auf die Schraube: 
h = der Ganghöhe der Scbraube und b = dem Umfange 
derselben zu setzen ist. Bezeiclinet man den mittleren 
Schraubenhalbmesser mit r und die Steigung mit h, so hat 
man für den Gleichgewichtszustand, da der mittlere Umfang 
der Scbraube = 2rJt ist. 



^-=^7 



-Q 



95) 

Für gewöhnlich wirkt aber die Kraft P nicht am Um- 
fange der Schraube, sondern in den meisten Fällen eine 
andere Kraft P, an einem gröfseren Hebelarme AC = B. (siehe 
Fig. 64j. Um für diese Kraft P^ die Formel für den Gleich- 
gewichtszustand aufzustellen, ist zu berücksichtigen, dafs die 
Kraft P mit dem Momente P . r, die Kraft P, dagegen mit 
dem Momente P^ . R an der Schraube wirken. Setzt man beide 
Momente einander gleich, so erhält man : 
P . r = P, . R und 



P^ 

Setzt man diesen Wert v 
Pi.R 1 



P, .R 



1 P in Formel Öä) ein, so folgt; 
■ . Q oder 



P, .R = ^.Q mithin: 

p. = .!:-=. Q ... . 



96) 



Beispiele: 
1) Eine Schraulienapindel hat JO eni Durchmeaaer und ; 
wiegt 50 kg und trägt eioe Last von 200 kg. 'Um die Spindel äelbät 
wird eine Schnur gesuhlungen und diuse mit einem Gewichte P häluatet. 
Wie grola ist daa Gewicht üu nehmen, wenn dasselbe daa Herabgleiten 
der Bohntubenapindel verhindern soll? 



rS) An dersellicn Schraubenspindel läJat man die Era 
Hebel von 0,7 ra Länge wirken. Wflehe Kraft P, iat jetzt 
um den Gleichgewi chtszastand herbeizuführen? 
Äua t'ormel 961 folßt: 



r 

Öegeb 


n sind: 
^orrafil 95) 
P = 


Q = 200 
erliält raa 
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-f 50 = 2Ö0 


Itg- 




iNaeh 


1, h = 3 
3.25U 


= 23,8Ö kg. 



1 



2R^'^ 3.70.3,14 " 



Die Schraube findet in den verschieden artigsten Anord- 
nungen Verwendung. Am häufigsten dient sie zur Ausübung 
eines grofsen Druckes, wie z. B. bei den verschiedenen Pressen, 
Die Last wird hier durch den Widerstand gebildet, welchen 
der zu pressende Gegenstand dem Zuaarameudriicken entgegen- 
setzt. Die Richtung, in welcher dieser Widerstand wirkt, 
kann ganz beliebig sein; die Gröfse des Widerstandes selbst 
so grofs, dafs das eigene Gewicht der Schraube ganz aufser 
betracht kommt. Für alle Fälle bleibt die Rechnung jedoch 
dieselbe, selbst dann, wenn die Spindel festgehalten und die 
Kraft an der Mutter wirkend gedacht wird. 

Für Schrauben von gewöhnlichen Dimensionen nimmt 
man die Kraft, der Bewegungsliindernisse wegen, 2 bis 3 mal 
80 grofs, als die Rechnung ohne Berücksichtigung derselben 
ergeben würde, 

Beispiele: 

1) Durch eine SchraubenpreBse, deren Spindel eine Steigung von 
16 mm besitzt, soll ein Druck von 2liOCI kg ausgeübt werden. Welche 
Kraft iat an einem Hebelarme von 1,5 ra Länge erforderlich" 

Aus Forme! 9tiJ folgt: 

^ 0,016 . 25Q0 




3K;-'^ 2.1,5.3,11" 



^ 4,246 kg. 



■knflP 



2) An derselben Presse gelangt eine Kraft von 36 kg z 
Wie grofs ist der mit dieser Kraft ausiuübendo Druck? 

1.5. 36. 3.1 j _ 
0,016 -^ii^^^S- 

3) An einem ParallelBchraubstoclce, dessen Spindel eine Steigung 
von 8 mm hat, wirkt ein Arbeiter an einem Hebelarme vo» 3f)0 mm 
Länge mit einer Kraft von 15 kg-. Welchem Drucke iat das eingespannte 
Arbeitsstück auBgesetzt? 

Nach Formel 96) wird: 

2RP,.„ ;. 0,3. 15.3.14 — 

^ t o.ooa —«»iiflit 



L 
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Übn D g' Hb el spiele : 

1) Welcher Druck kinn mit einer bchraubenpreaai) ausgeübt werdetf^ 
wenn die Kraft an dem O.b m langen Hebelarme zu 16 kg und dia 1 
Ganghöhe der Spindel /u IJ mm angenommen werden? 

Losung Q =: hOii kg- 

2) Welchen mittlaren Durchmesaer erhalt eine Schraubenspindel von 
20 mm Gaiighiihe, wenn an deren Umfange durch eine Kraft von '" ' 
einer Last von 7^0 kg daa Gleichgewicht gehalten werden soll? 

Lösung; d = t19,42 mm. 

3) Vermittelat einer Schraube aoll ein Druck von -IfiiJÖ kg ausgeübt 
werden; die Ganghöhe betrage 13 mm. An welchem Hebelarme mufB 
eine Kraft von 16 kg wirken, um diesen Druck von 450U kg hervorzubringen? 

Lösung: R = 583,2 mm, 

4) Welohe Oanghöhe erhält dio Spindel einer SahrttubeDpresBe, 
wenn dnreh eine Kraft von 20 kg an einem Hebelarme von 800 mm 
Länge ein Druck von 6000 kg ausgeübt werden boU? 

Löaung: h^ 16,75 mm. 
t) Eine Schraube hat einen mittleren Durchmesser von HD mra 
und eine Ganghöhe von 26 min. Die Spindel hat ein Gewicht von 36 fcg . 
und trägt eine Last von 500 kg. Wie grofs mufs die am mittleren 
Spin de) umfange nötige Kraft sein, um jenen Gewichten das Oleich- 
gewicht lu hallen? 
■ Lösung: P^40,3 kg. 

^ Schranbe ohne Ende. 

Die Schraube ohne Ende, auch endlose Schraube < 
oder Schnecke genannt, besteht aus einer mit einigen 
Schraubengängen versehenen Spindel, deren einzelne Gänge 
in ein Zahnrad eingreifen. 
und welche durch eine 
Kurbel in Bewegung ge- 

. setzt wird (Fig. (iö). Die 
Zähne des Kades stehen 
so geneigt auf dem Bad- 

' kränze , dafa ihre Rich- 
tung der des Schrauben- 
gewindes entspricht; letz- 

! teres greift in die Zähne 
des Rades, wie in die Gänge 
einer Schraubenmutter ein. 

I Kine Seiltrommel ist auf 
der Welle des Rades auf- 
gekeilt. 

Der Druck x, welcher 
zwisclieu den Schraub engäugen und den Radzähneu auftritt, ist 
für die Schraube als Last, für das Wetlrad aber als Kraft zu be- 
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^^K trachten, und hat man bei einer Kurbellänge H, einer Steigung 

^^M h, einem Rad halb me BS er ß, und einem Troramelhalbniesaerr, 

^^H für das Gleichgewicht an der Scbraubenwelle: 

^H F. 3R^ = x.h; 

^^1 für das Gleichgewicht an der Trommelwelle: 

^B x.H,=,Q.r. 

^^H Multipliziert mau diese beiden G-leichungen mit einander, 

^^H BO folgt: 

^^k P.2R?r.xIti=xh.Qr oder 

^^B 2En:.Rj.P=Q.hr. Hierausfolgt: 



und Q = ^ 



k 9'> 

R, P „,. 



Bei der Schraube ohne Ende geht aber ein grofser Teil 
der "Wirkung durch die Reibung zwischen den Zähnen und 
dem Schraubengewinde, und durch Zapt'enreihung verloren; 
der wirkliche Nutzeffekt ist daher nur zu ^/^ bis 'j^ der aas 
obiger Rechnung hervorgehenden theoretischen Leistung 
anzunehmen. 

ijbnn gab ei spiele : 

1) Welche Last kann mit einer Subraube obne Ende geholien werden, 
wenn die Kraft an der 0,4 m langen Kurbel zu 12 kg, der Hadhalb- 
measer zu 0,2 m, der TrommelfaBlbmeaser zu 0,3 m und die Steigung: 
der Schraube zu 0,03 m angenommen werden? 
LoauEg: Q = 669,86 kg. 



Lösung: x ^1004,0 kg. 

3) Bei einer Schraube ohne Ende sind gegeben: der Radhalbmesser 
= 0,35 m, der Trommel halbmesser = 0,'^ m, die Steigung der Schraube 
= 0,025 m. "Welche Länge erhält die Kurbel, wenn durch eine Kmft 
von 12 kg eine Last von TiÜO kg gehoben werden Boll? 
Lösung: ß = 318,5 mm, 

A) Welche Kraft iet erforderlich, um mit einer Schraube ohne 
Ende eine Last von 1000 kg zo heben, wenn die Kurbellänge = 0,4 m, 
der Eadhalbmeaser ^ 0,24 m, der Trommelhalbmeeser = 0,36 m and dift 
Steigung der Schraube =^ 0,02 m betragen? 

Lösung: P^12 kg (abgerundet). 





Vierzehntes Kapitel. 

Die Reibung.*) 
I. Gleitende Reibung:. 

Der Bewegungs widerstand, welcher an der Beriihrunga- 
stelle zweier Körper auftritt, von denen der eine über den 
nnderen fortbewegt wird, heifst Reibung. 

Die Reibung ist direkt als Widerstand — - Bewegungs- 
hindernia — aus dem Grunde aufzufassen, weil sie Bewegungen 
^ 1er Art nur hindert oder bemmt, niemals aber Bewegungen 
■ -agt. ^ 

Gleichgültig, in welcher Richtung man einen Körper auf 
ler wagerechten oder geneigten Ebene furtbewegt, immer 
wird die Reibung in der Richtung der Bewegung dieser 
entgegenwirken; sie wird z. E. dem Hinabgleiten eines Körpers 
auf einer schiefen Ebene ebenso viel hinderlich sein, als dem 
Hinaufziehen auf derselben. 

Um die Reibung möglichst zu vermeiden, bedient man sich 
der sogenannten Schmiermittel - — Öl, Fett, Seife, Graphit — 
welche zugleich auch von hemmendem Einflüsse auf die schnelle 
AbBützung der reibenden Flächen sind. 

Je nachdem die Bewegung des einen Körpers eine 
gleitende, drehende oder wälzende ist, unterscheidet man 
gleitende, drehende und walzende Reibung. 

Man unterscheidet auch noch die Reibung der Ruhe, 
welche zu überwinden ist, wenn ein Körppr aus dem Zustande 
der Ruhe in den der Bewegung überzuführen ist, von der 
Heibung der Bewegung, welche dieser Bewegung hemmend 
entgegenwirkt. 

Vielfach angestellte Versuche haben zu folgenden Erfah- 
rungssätzen geführt; 

1) Die Reibung ist -um so geringer, je härter und glatter 
die Flächen der reibenden Korper sind. 

'2) Die Reibung ist unabhängig von der Geschwindigkeit 
der reibenden Körper, Diese darf nur nicht so grofs werden, 
dafs ein Erhitzen eintritt, da hiermit zu gleicher Zeit eine 
VergrÖfserung der Reibung verbunden ist. • ^^M 

3) Die Reibung ist ferner unabhängig von der Gröfse der ^^M 
Berührungsfiachen. Die Abnützung dagegen ist um so gröfser, ^H 
je kleiner unter sonst gleichen Verhältnissen die Berührungs- ^^ 
flächen sind. Bei gröfseren Flächen kommen allerdings mehr 
reibende Teile in betracht; der auf die Flächeneinheit ausgeübte 

Kist dann aber auch in demselben Mafse geringer. Es ^^J 
Ül)er„Arbeit der Reibung" siehe unter „MecbaniBche Arbeit"- ^^^^ 
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rist durchaus gleichgültig, auf welcher seiner 6 Flächen ein 
Ziegelstein z. B. auf einer wagerechten Ebene bewegt wiri); 
in jedem Falle fällt die Reihung gleich grofs aus. 
4) Die Reibung ist direkt proportional dem Normal- 
drucke, d. i. dem Drucke, welcher rechtwinkelig gegen die sicii 
berührenden Flächen ausgeübt wird.. Hat ein Körper das 
doppelte oder dreifuche Gewiciit, oder was dasselbe ist, übt 
er einen doppelt oder dreimal so grofsen Druck aus, so ist 
auch die Reibung doppelt oder dreimal so grofs, als bei ein- 
facliena Drucke. 
5) Bei Beginn der Bewegung ist die Reibung gröfser, 
als während der Bewegung, oder was dasseibe ist: Die Reibung 
der Ruhe ist gröfser, ala die Reibung der Bewegung. 
Bezeichnet man die Gröfse der Reibung mit R und den 
Normaldruck mit N, so nennt man das Verhältnis j^, d. h, 
das Verhältnis der Reibung zum Normaldruck, den Reibungs- 
koeffizienten. 

Der Reibungskoeffizient ist zugleich auch noch diejenige 
Zahl, welche angieht. der wievielte Teil einer Last erforder- 
lich ist, nra dieselbe fortzubewegen. Bezeichnet man denselben 
mit f, BO ist: 

f=^ 
mithin: R = f.N 

Die Gröfse der Reibung R eotepricht zugleich deS 
Kraft, welche erforderlich ist, um einen Körper übe 
anderen fortzubewegen. "^ 

Tabelle der Beibungsko effizienten f für gleitende Reibung, 



Holz . . . 


auf Hob 


trocken - . 


0,36 


.. ■ ■ ■ 




geschmiert 


0,07 


« ... 


„ Metal 


trocken 


0,42 


„ ... 




greschraiert 


0,08 


Metall . . 






018 




geschmiert 


0,07 


Gewöhnlielie 


1 „ höUer 


neu Scheiben 


0,47 




i „mern 
1 „rauher 
i . sehr e 








n Hob . . .- 

lattem Holz 






Beispiele: 

I) Das Bett einer leerlaufenden Hobel in aacliine hat ein (iewioU 
von 500 kg. Weluhe Zugkraft ist erforderlich, um dasselbe bei Anwen- 
dimg von Scluniennateriai in Bewegung zu erhalten? 
Nach Formel lÜU) ist: 

R = f. N = 0,07. 000 = 35 kg. 
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2} Wie grora ist (iio llcibunE eines mit EisRn beaehlBgeTian und mit^ 
1000 kg belaatelen Bchlittetis, welcher sich ohne Anwendung von Schmier- 
material aiiC einer Holzbahn bewegt? 

Alis Formel 100) folgt: 

R = f.N = 0,43. 1000 = ^20 kg. 

^) ^ie ^rofs ist der Normaldruok eines Körpers auf 
Balin, wenn der Heibungswideratand 510 kg und ('=^0,21 iff 

Aus Formel 100) folgt: 



N = 






238(),9o3 kg. 



4) Auf dem Dampfsuhieber einer SchieherBteuerung lastet ein Dnmpf- 
k von insgesamt 4000 kg. Welche Kraft ist zur Bewegung des 

^iebers erforderlich, wenn t=0,l angenoinmeu wird? 
Nach Formel 100) ist: 

E = f . N = 0,1 . 4000 = 400 kg. 

5) Der Schiebet* einer Schiebersteuerung beaitut eine Oberfläuhe vi 
150 qcm; der in den Suhieberkasten eintretende Dampf eine Spannung i 
von 7 Atmosphären (7 kg pro I qcni). Wie grofs ist die Reibung-, oder 
was dasselbe ist, welche Sraft ist zur Bewegung dieses Schiebers.! 

jTlich? {f^ai2.)^ 

Den auf den Schieber wirkenden Dampfdruck erhält man, wenn 
Ldie Flache des Schiobers mit dem Dampfdruck multipliziert. Es 

N = 150, 7 = 1050 kg. 
aiithin nach Formel 100): 

R==f.N=0,!2. 1050=120 kg. 

6) Wie groffl ist der Heihungako effizient, wenn ein Körper von 
j2,7& kg Gewicht, auf fester Unterlage liegend, durch eine Kraft von 
i9,2b kg bewegt wird? 

Nach Formel 9y) erhält man: 



f = 



62; 



r = 0,243. 



7) Ein belasteter Schlitten von 600 kg Gewicht soll auf einer 
geschmierten Hokbahn, welche eine Neigung von 25" besitzt, herauf- ] 
IfGEOgen werden. Welche Kraft ist hierzu erforderlich, wenn der Reibungs- 
koeffizient f = 0,4 gesetzt wird? 

Denkt mau aich unter Anwendung der bei Besprechung der schiefen 
Ebene entwickelten Gesetze die Last Q in zwei Komponenten zerlegt, ■ 
BO Übt 
die Komponente parallel der schiefen Ebene eine Wirkung ^ 254 kg und 

„ , rechtwinkelig zur „ „ „ h == 543,5 „ 

BUS. Die durch letztere erzeugte Reibung ist mithin nach Formel 100): 

R = f . N = 0,4 , 543,5 = 217,4 kg, 
folglich die Kraft zum Hentuf:«iehea des Schlittens: 
P = '>54 + 217,4 = 471,4 kg, 
8J Wie grofs mufs die Kraft sein, welche den Schlitten am Herab- 
gleiten hindert? 

Die Reibung unterstützt in diesem Falle die aufgewandte Kraft; 
es ist daher: 

P = 254 — 217,4 = Bt;,6 kg. 
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2) Drehende oder Zapfenreibnu^. 
Drehende oder Zapfenreibong tritt am Umfange cylindri- 
8cher Körper — Wellen — auf, welche sieb um ihre Achse 
drehen und von Lagern umachloasen sind. 

Die GrÖfse der Zapfenreibung an sich, d. h. die Gröfse 
des am Umfange der Zapfen des rotierenden Körpers auf- 
tretenden Widerstandes, wird nach der für gleitende Keibnng 
aufgestellten Formel 

ß = f.N 
berechnet; jedoch mufs die Einwirkung des Momentes der 
Zapfenreibung auf den Gleichgewichtszustand in die ßecbnnng 
eingeführt werden. 

Bezeichnet man entsprechend Fig. 66) mit 

N den Normaldruck, mit welchem der Zapfen einer 

Welle in sein Lager geprefst wird ; 
R^f.N die Gröfse der am Umfange des Zapfens 

tbätigen Reibung; 
r den Halbmesser des Zapfens ; 

a den Halbmesser eines auf der Welle sitzenden Rades; 

P die am Halbmesser a zur Überwindung der Reibung 

E, erforderliche Kraft, 



Fig. I 




so mufs, da man die Reibung aU 
eine am Umfange des Zapfens der 
Kraft P entgegengesetzt wirkende Kraft 
ansehen kann, nach dem über das Rad 
an der Welle Gesagten 

R . r = P . a, oder was dasselbe ist: 

f.N.r = P.a 101} 

sein. Hieraus folgt: 
^_f.N.r 



und R=f.N = 



loa) 

103) 



Die letzte Gleichung gieht alsdann entsprechend Fig. 6G) 
auch zugleich noch diejenige Kraft an, welche am Um- 
fange des Zapfens direkt wirken müfste, um die Reibung zu 
überwinden. 

Der Reibungskoeffizient f ist für Zapfenreibung etwas 
kleiner, als für gleitende Reibung zu nehmen, und zwar ist 
für Zapfen aus Schmiedeeisen oder Gufseisen, welche siph in 
Lagern von Gufseisen oder Bronze drehen und mit Ol, Talg 
oder Fett geschmiert werden, bei ununterbrochener 
Schmierung f=0,Oö bis U,00, bei gewöhnlicher periQ: 
diacher Schmierung f = 0,07 bis 0,06 zu s 





Beit 

1) Bin Rad von N = IriOO kß Üewicht und einem HalbmeBaer v 
a = 1,5 m ist in Zapfen von r = 90 mm HaHimesaer gelagert. Welche 
Kraft P mufa, um die Zapfenreibung- R zu überwinden, am umfange 
des Radea thätig: aein, wenn r = O,0tt gesetzt wird? 

Naah Formel 102) erhält man ; 

p = l -'^-r ^ 0,08.1&00 .".0!' ^ ^ „ k 

Die Aufgabe liefae »ich ohne Formel 102) auch folgen dennafaen 

Die OrÖCae der Zapfenreibung ist : 

R = f.N = 0.08. lf)OU = 130 kg. 
Demnach ist das Reibungsmoment der Zapfen 

r . R = n.0!> . 120 = 10,8. 
Daa Moment der Kraft ist = P . a ^P, 1,1); mithin für den Uleich- 
gewichtazuBtand : 

P . 1,5 = 10,8 oJer P = ^ = 7,'2 kg. 

2) Verraittelat einer festen ßolla aoll eine Last von (^ = 300 kg ge- 
hoben werden. Die Zapfendurchmefiser betragen 40 nim; der Rollen- 
durchmesser iat zu 450 mm angenommen nod der NormaldrucK zu BlU kg 
enniltelt worden. Welche Kraft ist unter Berücksichtigung der Zapfen- 
reibung anzuwenden, wenn f ^ 0,07 gesetzt wird? 

Da hier aufaer der Zapfenreibung auch noch eine Last von .SOO kg 
am Rollenhalbmeaaer mit Überwunden werden aoll, ao ist daa Moment - 
dieser Lust mit in Rechnung zu stellen. Dasselbe ist ^^ Q . a und tuurs 
tum Reibungemnment addiert werden ; man erhält deshalb unter An- 
wendung von Formel lOiJ: 

P.a = f.N.r-|-Q.ii und damit 

_ f.N.r + q.a _ 0,07 . 375 . 20 + 300 . 525 
a ^ 2J5 

P = 302.33 kg. 
Ohne Formel lüfst aich die Aufgabe wie folgt löaen: 
Für die Zapfenreibung erhält man: 

R = f . N = 0,07 . :i75 = 26,25 kg. 
Demnach ist das Moment der Zapfenreibung = 36,25 . 20 ^ 525. 
Das Moment der Last ist — 300 . 225 = 67500 
und das Moment der Kraft = 225. P. 
HitbtQ für den Gleichgewichtszustand! 

225 . P = 67500 + 525 oder waa deaaelbe iat; 
_ 6750 0+525 _ 



P^"- 



225 



= 302,33 kg. 



3) An der Seiltrommel von 200 mm Durehmeaser eines einfachen \ 
Haapels hängt eine Last von 500 kg und soll diese durch einen B: 
, apparat im Gleichgewicht gehalten werden. Zu diesem Zwecke befindet 
aiob auf der Trommelwelle ein Bremarad von 900 mm Durehmeaser, 
deascn Umfang ein hölzerner Bremsklotz geprefst wird. Mit 
r Kraft P mufa dieser Bremsklotz angedrückt werden, wenn der 
Reibnngskoeffizient i = 0,42 gesetzt wird? 

Das Moment der Kraft ist = P . 450, mithin 

das Moment der Reibung = P . 450 . 0,42 = 189 . P. 
Da» Moment der Last ist = 500 . 100 = 50000, 
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Momente für ilun CJleichgewichta zu stand gleiyh 
= 264,Sb kg. 



= 500r)0 und 



1 

noch 1 

in den ' 



P 

^^m Bei allen Maschinen treten aufser der Zapfenreibung 

I andere Bewegungshindernisse auf, als dasind: Beibung in den 

Zähnen, Widerstände durch die Steifigkeit der Seile, u, s, w. 
Da alle diese Widerstände sich mit den jeweiligen Verhält- 
nissen ändern, so sind sie äufserst schwer mit ihren richtigen 
Werten in Eeclmung zu stellen. Mau verfährt daher gewöhn- 
lich so, dafs man die Kraft, welche man für die ohne Reibung 
arbeitende Maschine berechnet hat, um einen bestimmte d 
Bruchteil, welcher bei einfachen Maschinen 'Z,,, bis 'Z^, bei zu- 
sammengesetzten ^/g bis ^/j beträgt, erhöht, oder die zu über- 
windende Last um ebensoviel vermindert. 

Übungsbelsplele: 

1) Welobe Äraft ist erforderlich, um eine Last von 1000 kg auf 
einer boriKoutalea Ebene fortzuschleifen? (f = 0.44.) 

Lösung: K =^ 440 kg. 

2) Wie grofa ist der Reibung-sknelfiiient, wenn 2 Körper mit 200 kg 
gegen einander drücken und die zur Bewegung erforderliche Kraft 30 leg 
betragt? 

Lösung: f ^ 0,15- 

3) Wie grofs ist der Druck des Bettes einer Hobelmaachine, wesn 
die erforderliche Zugkraft 1 00 kg und der Reibungskoeffizient f — 0,08 ist? 

LSsang: N = 12M kg. 

4) Ein Schlitten, welcher mit 400 kg bekatet ist, Bull anf einer 
horizontalen, sehr glatten Suhneebahn fortgeaogen werden. Wie groft 
ist die erforderliche Zugkraft? (f = 0,i«t<.) 

Lösung: tt = 15,2 kg. 

5) Ein "Wasaerrad, welches mit seinen 0,3 m starken Zapfen in 
Lagern von Bronze läuft, Iteaitzt aarat Welle und Wasserbelaatung ein 
öewicht von 18000 kg. Welche Kraft ist am Umfange dea Rades er- 
forderlich uro die Zapfenreibung üu Überwinden, wenn der Kadhalbraeaier 
zn 3,6 m und der Keibun^skoeftizieiit zu 0,08 angeuommen wird? 

Lösung: P = 60 kg. 

6) Ein senkrecht stehender Sohleufsenacliiolier, gegen welchen ein 
Wasserdruck von 1000 kg gerichtet ist und dessen Eigengewicht 100 hg 
beträgt, soll aufgewogen werden. Welche Kraf' ist erforderlich: 

1) Im Augenblicke, wo die Hewe^iung beginnt? (fi=U,64.) 

2) Während der Bewegung aelbst? (f = 0,31.) 
Losung: 1) P ^ 740 kg. 

'2) P = 41l) kg. 

7) Der Schieber einer Schieberateuerun»; besitzt eine Oberdäche von 
120 qcm und der im Schieberkasten befindliche Dampf eine Spannung 
von 5 Atmosphären, Wie grofa ist die durch die Excenteratange an 
übertragende Kralt, wenn f=0,]fi gesetzt wird? 

Losung: E = 90 kg. 



P 
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8) Eine DarapfmaBchiiie arbeitet mit 7 Älmosphäreii Überdruck. .1 
Der Dampl'schleber ist '.iü cm lang und '>G om breit. Wekbe Kraft iit | 
zur Bewegung det SuhieberB erforderlich, veno f^O.H gesetzt wird? 
Lösung: E=: 600,6 kg. 



Fünfzehntes Kapitel. 
Zusammengesetzte Riemen- u. Räderwerke. 

Denkt iDiin sich auf die beiden Wellen A und B (Fig. G7 
und GH) zwei Riemenscheiben von den Durcbmesaern a und b 
aufgekeilt und durch eine» endlosen Riemen verbunden, ao 
werden die Wellen „. -. 

während der Bewe- 

gung bei offenem 
Riemen, wie in Fig. 
ü7), in gleicher I 
Richtung, dagegen 
bei gekreuztem Rie- 
men, wie in Fig. (}8), 
in entgegenge- 
setzter Richtung 
umlaufen. Gebt man ' 
von der Annahme 
aus, dafs A die trei- 
bende, E €lie getriebene Welle sei, und bezeichnet man die 
Anzahl der Umdrehungen der Wellen pro Minute entsprechend 
mit m und n, so ist die 




eö 



Umfangsgescbwindigkeit*) der treibenden Scheibe = - 

„ „ getriebenen „ = ''''" ■ 

Diese Umfangsgeschwindigkeiten müssen einander gleich 
sein, folghch: 
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■ oder 1 



ist: 



a.m^b.n 1 04) 

d. h. das Produkt ausUmlaufszahl und DurcbmeBser ' 
der treibenden Scheibe, ist gleich dem Produkt aas 
Umlaufszahl und Durchmesser der getriebenen 
Scheibe. 



■J Siehe Seite 58.) 



Statt der Durclimesser kann man auch die Halbmeaser 
in Rechnung bringen. 

Aus Gleichung 104) folgt: 



106) 



Beispiele: 

1) Eine Ventilatorwelle soll mit 1 300 Umdrehangen pro Minute Isufeu. 
Auf dieaellie wird eine Riemt^nscheibe von 0.2 m DurchroesBer ftufgeifeÜt 
und diese durch eine Bolohe von 1,8 m Durchmesser angetrieben. Wie 
viel Umdrehungen raufa letztere machen? 

Aus Formel 107) folgt: 

b.n 0,2.1200 ,„.„ ,- , , 
m = = — — T-g — =i ]da,a Uradrennngen. 

2) Eine Turbinenwelle macht 150 Umdrehungen pro Hinate oad 
soll eine Tranfiraissiona welle mit 80 Umdrehungen treiben. Auf die Titf- 
binenwelle ist eine Riemenscheibe von 50 cm Halbraesaer aufgekeütj 
welchen Halbmeaser muCs die auf der Transmiasiona welle anznbring'endfi 
Riemenacheibe erhalten? 

Ana Foimel lOGj erhält man: 

3) Auf einer Transiniasionawelle, welche 100 Umdrehungen pro Minute 
macht, aitzt eine Riemenscheibe von (iO cm Durchmesser und treibt eiw 
solche von 40 cm Durthraesaer auf einer Drehbankspindel. Wie vW 
Umdrehungen macht die Drehbankspindel ? 

Nach Formel 108) wird: 

( 

H) 

4) Welchen Durcliraesaer mufs die Riemenscheibe auf der Drah- 
bankepindel erhalten, wenn die letztere 130 Umdrehungen machen soll? 

Aus Formel lüti) folgt: 

, a.m 60.100 ,^ 
b = — = -jg-^^50cm. 



Die Bewegurigaübertragung durcli ßieraeu oder Ketten 
wird überall da Btattfiuden, wo die Entfernung der Wellen ' 
sehr grofs, die zu übertragende Kraft aber nur klein ist. 
Sind jedoch bedeutende Kräfte von einer Welle auf eine andere * 
zu übertragen, deren Entfernung nicht zu grofs ist, so werden ' 
statt der Kiemen oder Ketten Zahnräder angewandt. Diese < 
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bewirken, dafs sich die Wellen in entgegengesetzter Richtung 
irehen (Fig. 69 und 70). 



Fig. 69. 




Fi>. 70. 



^ 



Die ineinander greifenden Bäder müssen ebenfalls wieder 
gleiche Umfangsgeschwindigkeiten haben; es gelangt mithin 
auch hier die Gleichung 

a . m = b . n 

zur Anwendung, und kann man dann mit a und b nicht 
nur die Halb- oder Durchmesser, sondern auch die 
Zähnezahlen der Bäder bezeichnen. 

Auch hier gilt entsprechend das Gesetz: 

Das Produkt aus der ümlaufszahl der treibenden 
Welle und der Zähnezahl des treibenden Bades, ist 
gleich dem Produkt aus der ümlaufszahl der ge- 
triebenen Welle und der Zähnezahl des getriebenen 
Etades. 

Beispiele: 

1) Auf einer mit 30 Umdrehungen laufenden Wasserrad welle sitzt 
'in konisches Rad mit 130 Zähnen, welches in ein auf einer Mühlspindel 
itzendes Trieb mit 40 Zähnen eingreift. Wieviel Umdrehungen mächt 
ie Mühlspindel? 

Aus Formel 108) folgt: 

a.m 30.130 ot ^ tt ;i i, 
n = — T— = — vpj — = 97,0 Umdrehungen. 

2) Durch einen Pferdegöpel, dessen Welle sich in 5 Minuten 8 mal 
mdreht, soll eine zweite Welle mit 16 Umdrehungen pro Minute bewegt 
''erden. Auf letzterer bringt man ein Trieb mit 30 Zähnen an; wieviel 
iähne mufs das Kad auf der Göpelwelle erhalten? 

Aus Formel 105) folgt: 

b . n 30 . 16 ^^^ „.., 
a = = — - — = 300 Zahne. 



m 
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Die Eechnung bleibt dieselbe, wenn zwischen treibendem 
nd getriebenem Rade mehrere Zwischenräder in der aus 
'ig. 71) ersichtlichen Anordnung eingeschaltet werden, d, h. 
5 ¥drd bei der Berechnung auf diese Zwischen- oder Trans- 
arträder gar keine Eücksicht genommen. 

W«lo1cert XL Qiolle, JCMchinenreohnen. ^ 
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Erfolgt die Bewegung der getriebenen Welle B durdl a 
treibende Welle A - - . „ , ^.. 



f treibende Welle A vermittelst sogenannter Vorgelege -^ Räder, 
„ welche zu je zweien auf einer 

S'' '•■ ZwiBchenwelle sitzen (siehe 

^^^^ Fig. 72 und 73) -^ so findet 

/if w y^^'^'^^^-jJ^^^B '"^'^ "^'^ Beziehungen der hier- 

|( ® jjj /^ ^C®!* ^^^ '° Frage kommenden 
%, -^ j^^l &) ijf^^ GrÖlsen, wenn man berücksich- 
^^^^^•J^^ Jß tigt, dafs immerje 2 in einander 

^^"^^^5^^ greifende Kader oder durch 

Riemen verbundene 
Fig "'' Scheiben gleiche Dm- 

j^ ,,;==^ ^5^^^^^=%^^=^^=^ £ fangsgeschwindigkeiten 
/^^ / ''"~/\ /\ \\ ^^^'^^^°' J^ ^"^^ 

f mm Z^*' Vl\((^™Y vii V ^i"^'' ^elle sitzende 

\ Ä ^^^ f ^^^ ? /Bäder oder - Scheiben 

^==^ V^^^^ V/ y hingegen gleich viel 

^^''''^^^^^gr^*!^^^^ Umdrehungen machen 
müssen. 
Bezeichnet man die Durchmesser oder Zähnezahlen der 
treibenden Räder mit D. D, , D^ ; die Durchmesser oder Zähne- 
zahlen der getriebenen Räder mit d, d,, dg ; die Umdrehungs- 
zahlen der treibenden und getriebenen Welle mit m und n. 
und die Umdrehnngezahlen der Vorgelege oder Zwischen- 
wellen mit X und y, so folgt entsprechend Gleichung 104): 
Fig. n. 




D . m = d . X, 
D, . X = dj . y, 
Dj . y = dj . n. 
Durch Multiplikation dieser drei Gleichungen erhält man: 

*) D . D, . D„ . m = d . dj . dj . n 109) 

Ist wie in Fig. 7ä) nur eine Vorgelege welle vorhanden, 
BO folgt entsprechend Gleichung 109) für das Umsetzungs- 
verhältnis : 

D . D, . m =;d . d, .[n HO) 

") Vergl.'_Seite L'6 unler 31, o). 
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d. h. das Produkt aus den Durchmessern oder Zähne- 
zahlen aller treibenden Räder und der Um- 
drehungszahl der treibenden Welle, ist gleich 
dem Produkt aus den Durchmessern oderZähne- 
zahlen der getriebenen Räder und der Um- 
drehungszahl der getriebenen Welle. 

Aus Gleichung 109) ergiebt sich dann z. B. weiter: 

■T) d . dl . dfl . n . . 

^ ~Dl.D2.In ^^^^ 

n = ^^?^r^ 112) 



u. s. w. 
und aus Gleichung 110) z. B. : 

j3 _ d^i_^ 1^3) 

^ D . m ' 

d = ^'-^ ^^^^ 

dl .n ^ 

u. s. w. 

Beispiele: 

1) Ein zum Betriebe einer Mühlspindel dienendes Wasserrad macht 
10 Umdrehungen pro Minute. Die Welle desselben tragt ein Rad mit 
130 Zähnen, welches in ein auf der Vorgelegewelle sitzendes Trieb mit 
40 Zähnen eingreift. Auf der Welle dieses Triebes sitzt ein konisches 
Rad mit 110 Zähnen, welches ein Trieb mit .30 Zähnen auf der Mühl- 
spindel treibt. Wieviel Umdrehungen macht die Mühlspindel? 

Aus Formel 110) folgt: 

D.Di.m 130.110.10 ^,^ott ^ i. 
° = "XdT- = 40.30 - = 1^^'^ Umdrehungen. 

2) Auf einer Transmissions welle, welche 120 Umdrehungen macht 
und eine Drehbairk treiben soll, sitzt eine Riemenscheibe von 40 cm 
Durchmesser und treibt von hier aus eine auf einer Vorgelegewelle be- 
findliche Riemenscheibe von 34 cm Durchmesser. Auf der Vorgelege- 
welle sitzt eine zweite Riemenscheibe von 46 cm Durchmesser, von 
welcher die 26 cm im Durchmesser haltende Riemenscheibe der Dreh- 
bankspindel angetrieben wird. Wieviel Umdrehungen macht die Dreh- 
bankspindel? 

Nach Formel HO) erhält man: 

D.Di.m 40.46.120 ^,^ n a x, 
n = — = — ^T-K7i - = 250 Umdrehungen, 

d . dl 64 , 4b 

3) Von der mit 320 Umdrehungen laufenden Welle A (Fig. 72) 
soll die Welle B mit 20 Umdrehungen bewegt werden. Von den hierzu 
erforderlichen 6 Rädern sind 5 vorhanden und für diese folgende Zähne- 
zahlen gegeben: 

D = 45, Dl = 36, Da = 48, d = 90, d, = 128. 
Welche Zähnezahl mufs das auf der Welle B aufzukeilende Rad dg 
erhalten? 

Nach Formel 109) wird: 

, D.D, .Dg.m 45.36.48.320 .^^ „.., 

^« = — Ä-Ä = OA Ac^Q an = 108 Zahne. 

d . dl . n 90 . 128 . 20 
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4) Die Kurbelwelle einer Darapfmaaiihine macht 41) Umdrehungen 
pro Hinute; man will vermittelst eines doppelten Vorgeleges die auf i 
einer anderen Welle »itaeinie Kreiaaäge mit 3'2Q Umdrehungen treiben. | 
Die Riemenacbeihe auf der "Welle der Kreissäge habe 24 cm DurehmesBer; 
der DurebmesBer der beiden ersten treibenden Scheiben sei je 61 cm, i 
die Durchmesser der von ihnen getriebenen Scheiben 'di cm und 30 cm. ' 
Welchen Durchmesser mufs die letzte treibende Scheibe erhalten? 

Gegeben aind: m = 40, n = a20i 

D = 64, D, =64, d = 34, d, = 30, d. = 24. 

Fulglieh nach Formel 109): 

_. d . d, , da . n _ 34 . 30 . 24 ■ 32 _ ,, „ 
' "■ D . D, . m ~ 64 . 64 . 40 " ' 

Wird die Bewegung einer Welle durcli Riemen- und 
Eäderwerk auf eine andere Welle übertragen, so kann man 
Formel 109) ebenfalls zur Berechnung benützen, indem man 
entweder sowohl die Riemenscheiben als auch die Räder mit 
ihren Halb- oder Durchmessern, oder nur die Riemen Scheiben 
mit ihren Halb- oder Durchmessern und die Bäder mit ihren 
Zähnezahlen in Rechnung bringt. 

Beispiel. 

Die Spindel einer Drehbank, auf welcher s[ch eine Riemenscheibe 
von 36 cm Dorchmesser befindet, wird durch eine Tranamissi ons welle, die 
ISO Umdrehangen macht, nnd auf welcher sich eine Hiemenachetbe von 
40 cm Durchmesser beÖDdet, angetrieben. Durch 2 Räder mit je 60 Zähnen 
und 3 Triebe voq je 20 Zähnen wird die Bewegung auf die Drehbank- 
Spindel übertragen. Wieviel Umdrehungen macht die Spindel? 

Gegeben sind: m = I20, D = 40, D,=20, D, = 20; 

d = 36, d, = 60, d, = 60. 

Aus Formel 112) ergiebt sich; 

D . D, . D> . ra 40 . 20 . 20 . 120 



il . d, . dg S6 . 60 . 60 



= 14,8 Umdrehungen. 



Wird die Umdrehung einer Welle durch die in Fig. 65) 
dargestellte Schraube ohne Ende bewirkt, so ist zu beacbten, 
dafs die Schraube als ein Trieb mit einem Zahne in 
Rechnung zu bringen ist, wenn sie eingängig, hingegen 
als ein Trieb mit 2 oder 3 Zähnen, wenn sie zwei- 
oder dreigängig ist. 

Beispiele; 

1) Wie hoch wird eine an einer Seiltrommel von d = 30 cm Duroh- 
mesaer hängende Last bei 126 Kurbel Umdrehungen gehoben, wenn dal 
Rad 90 Zahne hat und die Schraube eingängig iatf ^^ 

Die Trommelwelle macht bei 126 Kurbelumdrehungen I^H 

126 . Veli ^ 1,4 Umdrehungen; ^H 

demnach hebt sich die Last um ^^H 

1,4 . d . ;i = J,4 . 30 . 3,14 = 132 cm. ^H 

2) Bei einer durch Schneck« und Schneckenrad getriebenen WindeD- 
Torrichtung beträgt der Trommel- Durchniesaer d = 36 cm. Das Schnecken- 
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rad hat 110 Zähne; die Schnecke ist dreigängig. Wie hoch wird 
eine an der Seiltrommel hängende Last bei 80 Kurbelumdrehungen 
gehoben? 

Bei 80 Umdrehungen der Kurbel macht die Trommel welle 

80 . »/iio = 2,18 Umdrehungen, 

die Last hebt sich mithin um 

2,18 . d . TT = 2,18 . 36 . 3,14 = 246,63 cm. 

3) Es soll der Durchmesser der Windentrommel einer durch 
Schnecke und Schneckenrad getriebenen Winden Vorrichtung bestimmt 
werden, wenn die Schnecke zweigängig ist, das Schneckenrad 130 Zähne 
hat und die Last bei 60 Umdrehungen der Kurbel um 150 cm gehoben 
werden soll. 

Bei 60 Umdrehungen der Kurbel macht die Trommelwelle 

2 
60 . T^ = 0,923 Umdrehungen. 
130 

Da die Last um 150 cm gehoben werden soll, mufs 

150 = 0,925.7r.d sein; 
hieraus erhält man als Durchmesser: 
150 
^ = öm:m = ^^ *"" (abgerundet). 

Übongsbeispiele : 

1) Auf einer Drehbankspindel, welche 180 Umdrehungen pro Minute 
machen soll, sitzt eine Riemenscheibe von 30 cm Durchmesser. Diese 
soll durch eine Transmissionswelle, welche 80 Umdrehungen pro Minute 
macht, angetrieben werden. Welchen Durchmesser mufs die auf der 
Transmissionswelle anzubringende Riemenscheibe erhalten? 

Lösung : D = 67,5 cm. 

2) Auf einer Wasserrad welle sitzt ein konisches Rad mit 120 Zähnen, 
welches in ein auf einer Mühlspindel sitzendes Trieb mit 30 Zähnen ein- 
greift. Die Mühlspindel soll 100 Umdrehungen pro Minute machen. 
Wie viel Umdrehungen mufs die Wasserrad welle machen? 

Lösung: m = 25 Umdrehungen. 

3) Eine Welle für eine Holzhobelmaschine soll mit 600 Umdrehungen 
pro Minute laufen. Auf dieselbe wird eine Riemenscheibe von 0,15 m 
Durchmesser aufgekeilt. Wie viel Umdrehungen mufs die Transmissions- 
welle machen, wenn die auf derselben befindliche Riemenscheibe einen 
Durchmesser von 1,5 m hat? 

Lösung: m = 60 Umdrehungen. 

4) Eine Wasserrad welle macht 12 Umdrehungen pro Minute; die 
Arbeitswelle, welche 120 Umdrehungen pro Minute machen soll, wird 
durch ein doppeltes Vorgelege angetrieben. Das Rad auf der Wasser- 
radwelle habe 100 Zähne, das Getriebe auf der Vorgelegewelle 20 Zähne 
und das treibende Rad auf der Vorgelegewelle 60 Zähne. Welche 
Zähnezahl erhält das Getriebe auf der Arbeitswelle? 

Lösung: di = 30 Zähne. 

5) Durch eine mit 30 Umdrehungen pro Minute laufende Betriebs- 
welle soll vermittelst eines dreifachen Vorgeleges eine Arbeitswelle mit 
300 Umdrehungen pro Minute angetrieben werden. Auf der Arbeits- 
welle sitzt eine Riemenscheibe von 24 cm Durchmesser. Die Durch- 
messer der treibenden Scheiben auf den Vorgelegewellen betragen 64 
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fund 56,2fi cra und diejenigeu der getriebenen Scheiben 32 und 80 cm 
Welchen DurchmesäPr erhält die treibende Scheibe auf der B e tr i ebs welle i 
Loaunif: D = 04 cm. 
K 



Sechzehntes Kapitel. ^H 

Der Schwerpunkt*) 

Jeden Körpur kann man akh aus einer Keihe einzelner 
Körperteil chen bestehend denken, Jedes dieser einzelnen 
Körperteilchen besitzt ein bestimmtea Gewicht und die Ge- 
wichte aller dieser Teilchen bilden eine Reihe von parallel 
und senkrecht nach unten gerichteten Kräften, deren Mittel- 
kraft**) das Gewicht des ganzen Körpers bildet. 

Den Angriffspunkt dieser Mittelkraft, In welchem also 
das ganze Gewicht des Körpers vereinigt ist, nennt man den 
Schwerpunkt des Körpers. 

Der Schwerpunkt eines und desselben Korpers behält 
innerhalb des Körpers stets seine Lage bei, man mag den 
Körper drehen und wenden wie man will. Wird der Schwer- 
punkt eines Körpers auf irgend eine Weise unterstützt oder 
festgehalten, so bleibt der Körper in Ruhe, denn die einzelnen 
Körperteilcben sind ja dann in Bezug auf ihr Gewicht in dem 
Schwerpunkt vereinigt zu denken. Man sagt deshalb: 

Der Schwerpunkt eines Körpers ist derjenige 
Punkt, in welchem derselbe unterstützt oder fest- 
gehalten werden mufs, damit er in jeder Lage im 
Gleichgewicht bleibt. 

Über die Lage des Schwerpunktes bei Linien, Flächen und 
Körpern giebt die im Anhange des Buches befindliche Tabelle 
Aufschlufs; allgemein zu bemerken ist folgendes: 

Der Schwerpunkt gerader Linien liegt in der Mitte der 
Länge derselben. Hierher gehören gerade Flach-, Ruud- oder 
Profil-Eisenstangen. 

Der Schwerpunkt regelmäfsiger Flächen liegt iui Mittel- 
punkte derselben. Hierher gehören Flächen von der Form des 
Kreises, Quadrates, Rechtecks, regelmäfsigen Vielecks u. s. w. 
Als Flächen lassen sich in diesem Sinne auch alle jene Körper 
behandeln, bei welclien die Dicke gegenüber der Breite und 
Länge sehr gering ist ; z. B. Blechtafeln, Steinplatten, Bretter 
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KBei regelmäl'sigen Kürperu — Würfel, Kugel - 
' Schwerpunkt stets im Mittelpunkte derselben, wobei hierl 
ohl, als bei dem Vorstehenden angenommen ist, dafs die 1 
le, deren Schwerpunktslage bestimmt werden soll, aus dem 
chen Material bestehen. i 

Bei manchen Körpern, z. B. Ringen, Hohlcylindern, Hohl- 
kugelu, fällt der Schwerpunkt aufserhalb der Mafse des 
Körpers, Soll ein solcher Körper in seinem Schwerpunkte j 
unterstützt werden, so wird es notwendig, den Körper mit j 
einem zweiten so zu verbinden, dafs die Schwerpunkte beider 
Körper zusammenfallen. 

(üulilin'sehe Kegel. 

Eine sehr nützliche und praktische Anwendung findet 
die Lehre vom Schwerpunkte bei der Berechnung von Ober- 
flächen und Inhalten gewisser Körper. 

Dreht eich eine gerade oder eine krumme Linie um eine 
fest stehende Achse, weiche mit ihr in einer Ebene liegt, so 
erzeugt diese Linie eine Fläche, eine sogenannte Rotations- 
fläche. 

Dreht sich eine Fläche um eine feststehende Achse, 
welche mit ihr in einer Ebene liegt, ao erzeugt diese Fläche 
einen Körper, einen sogenannten Rotationskörper. 
Nach der Galdin'schen Regel findet man nun 
die Gröfse der Oberfläche eines Rotationskörpers, wenn 
man die Länge der diese Oberfläche erzeugenden Linie mit 
dem Wege, welchen ihr Schwerpunkt bei der Drehung durch- , 
läuft, multipliziert; und 

die Gröl'se des Rauminhaltes eines Rotationskörpers, 
wenn man den Inhalt der den Körper erzeugenden Fläche 
mit dem Wege, welchen ihr Schwerpunkt bei der Drehung 
durchläuft, multipliziert. 

Es soll in Folgendem nur angenommen werden, dafs die 
Schwerpunkte der sich drehenden Linien oder Flächen Kreise 
beschreiben. Bezeichnet man mit 

1 die Länge der erzeugenden Linie; J 

F den Flächeninbalt der erzeugenden Fläche; I 

O die Oberfläche eines Körpers; ] 

^ä I den Rauminhalt eines Körpers ; 
^H r den Halbmesser des vom Schwerpunkte durchlaufenen 
^f Kreises, 

BO erhält man allgemein die Gröfse der erzeugten Oberfläche 

= 2r,r.l 115) 

und die Gröfse des Rauminhaltes des erzeugten Körpers 

|i I = 2 ?rr . F 116) 



1) Oberfläche 



Hantel 



Dieselbe entsteht, wenn aiah eine gerade Lici 
e feste Achse ÄÄ dreht. (Fig. 74), Es ist alsd 
Weg des Schwerpunktes = 2:17. 
Länge der Erzeugenden ^ \ ; folgliehr 
OberHäohe des Cylindermantels = 2rer. 

Macht mau 1 = 500 mm und r = 200 mm, b< 



= 



.1 = 



. H,14 . 200 . 500 = 628000 qnti 




2) Oberfläche 

Gegeben sei eine gegen die feste Achse ÄA ge- 
neigte gerade Linie 1, welche mit einem ihrer Endpnnkte 
in die Achse AA fallt. {Fig. 75). Es folgt dann nacli 
Formel l!fi): 



Setzt n 



= 



1 1 = 0,5 



r.l. 



m, HO wird: 
2.3,14.0,2.0,5 = 0,628 qm. 



H) Oberfläche eines Ringes 
a quadratischem Quer- 
initt,*) 

Znr Erzeugung dieser Oberfläche 

raufs sich ein Quadrat von der Seite 

m die Achse AA drehen. Die Länge 

■" der erzeugenden Linie ist hier gleich 

dem Umfange des Quadrates, also = 4a (Fig. 76), 

mithin nach Formel Ud): 

U = 2^r.i = 2.ir.4a=87ira. 
Setzt man a = 0,5 dem utid r = 3 dem, so wird:* 
O = 8 T r a = 8 . 3,14 . :-i . 0,5 = 37,68 qdcm. 



^ 



V-^ 




■t) Oberfläche eines Ringea von kreis- 
türmigem quoieehnitt») 

Um diese Oberfläche zu erzeugen, mufa sich eine 
Kreislinie um die Achse A A drehen. (Fig. 77), Nach 
Formel 115) wird demnach, wenn man den Durch- 
messer der Kreislinie mit d bezeichnet: 

= 2;ir.l = 2rtr.nd=2jr«dr, 

Setzt man r = 30 cm und d= 10 cm, so folgt: 
= 2 jr»dr = 2. 3,14, 3,14. 10. 30 = 5915,76 qcm. 

Soll für die in Beispiel 3 und 4) gegebenen 
Kreieringe noch der Rauminhalt berechnet werden, so 
mufs im ersten Falle eine quadratische Fläche und im 
zweiten Falle eine Kreisfläche rotieren. 



') Die Werte in den Beispielen 1 — 4 sind mit 
3,14 durchgerechnet; es wird sich natürlich empfehlen die am Ende 
des Buches befindliche Tabelle über die Kreia-Inhalte und -Umräoge n 
benützen. 
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5) InhFiU des Kreisringea mit quadratisühem q 
»cnnitt. (Fig. 76.) 

Nach Porinel HG) ergiebt Bich; 

I = a -T r , F = 3 ^ r . a=. 
Setüt man r = 0,5 m und a = 0,1Ü ra, bo folgt unter Anwei 
der Tabelle im Aubange: 

1 = 3 n r . a« ^ 3,142 , 0,0325 = 0,071 cbm. 

6) Inhalt des Kreisrin^ea mit kreisförmigem tj 
aohnitt. (Fig. 77.) 

»Nach Formel 116) erhalt man; 
Setzt man r = 2dcm nnd d = 0,8 dem, so folgt laut Tabelle: 
I = 2 ™ r . ^ = 12,57 . 0,503 =. 6,323 odcm. 

7) Oberfläche und Inhalt des geraden Fig. 7t 
Hohlcylinders. 

Zur Erzeugung der Oberfläche und des Inhaltes 
mulB ein Bechteck von den Seiten a und b um die Achae 
ÄA rotieren. (Fig. 78.) Der Umfang der die Oberfläche 
erzeugenden Geraden ist 1 ^ 2 a + 2 b = 2 (a + b) ; der 
Inhalt der erzeugenden Fläebe F = a , b, mithin nach 
Formel 115): 

= 2;ir.l = 2.vr.2(a + b) 
und nach Formel llfi); 

I = 2«r.P = 2«r.ab. 
Setat man a = 5 Cm, b = öO cm und r = 30 cm, 
ao folgt: 

O = 2 jr r . 2 (a + b) = 188,5 . 2 . 65 = 24505 qcm. 
1 = 2 TiT.ab= 188,5. 5.00 = 56550 ccm. 
Eine neitere Berücksichtigung erfahren die voratel 
im folgenden Kapitel unter Gewichtaberechiiungen. 



Siebzehntes Kapitel. 

Spezifisches Gewicht, absolutes Gewicht und 

Gewichtsberechnungen. 

Unter dem Bpezifiachen Gewichte eines Körpers ver- 
steht man daa Gewicht einer Volumen*)- Einheit, d. i. eines 
Kubikcentimetera oder eines Kubikdecimetera, des Körpers. 

Man sagt auch: Daa spezifische Gewicht eines Körpers 
ist gleich dem Gewichte eines Kubikcentimetera**) deaaelben 
in Gramm, oder: 



i 



') Volumen = Rauminhalt. 

■) Ist daa Gewicht von 
1 cdcm ^ s kg, BO wird daa 
1 cbm ^ s . 1000 kg, von 
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Das spezifische Gewicht eines Körpers ist gleicli dem 
Gewichte eines Kubikdecimeters desselben in Kilogramm aus- 
gedrückt. 

Da die spezifischen Gewichte gewöhnlich auf Wasser be- 
zogen sind, so sagt man auch noch: Das spezifische Gewicht 
eines Körpers gieht an, wievielmal der Körper schwerer ist, 
als das Gewicht einer "Wassermasse, welche genau denselben 
Rauminhalt besitzt, wie der Körper selbst. 

Aufschlufs über die spezifischen Gewichte der verschiedenen 
Materialien giebt die Tabelle im Anhange des Buches; es sind 
hier die Gewichte eines Kubikdecimeters, oder was dasselbe 
ist, eines Liters, in Kilogramm angegeben. 

Unter dem absoluten Gewichte eines Körpers, ver- 
steht man das Gewicht des gesamten Materiales , welches 
den ganzen Rauminhalt des Körpers ausfüllt. 

Man erhalt das absolute Gewicht eines Körpers, wenn 
man seinen Rauminhalt mit dem spezifischen Gewichte des 
Materiales, aus welchem der Körper besteht, multipliziert. 

Bezeichnet man mit 

s das spezifische Gewicht 1 

I den Rauminhalt (Volumen) ; eines Körpers, 
G das absolute Gewicht | 

80 wird sein absolutes Gewicht 

6 = 1 .s 117) 

Hieraus folgt: 

1 = -^ HS) 



119) 



^ I 

Ea wird sich nach dem Vorstehenden 
empfehlen, bei Gewichtsberechnungen von Kör- 
pern die Abmessungen derselben stets in Deci- 
meteru in die Rechnung einzuführen, da die spezi- 
fischen Gewichte in Kilogramm gegeben, sind. 
DasGewicht derKörper wird dann ohne weiteres 
in Kilogramm erhalten. 

Da gewöhnlich nur die Rauminhalte einfacher geometri- 
scher Körper allgemein bekannt sind, so wird es notwendig, 
Körper von komplizierten Formen auf solche von möglichst 
einfachen Formen zurückzuführen. 

In der Regel verfahrt man so, dafa man jeden Körper 

in eine Reihe einfacher Körper, deren Rauminhalte infolge 

ihrer richtigen oder angenäherten geometrischen Form bekannt 

sind, zerlegt, deren Gewichte berechnet und diese dann zi im 

' -Gesamtgewichte des Körpers zusammenaddiert. 
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Beispiele: 

IJ Wie groCs ist das Gewicht einer gufaeisernen Kugel, welchtfl 
12 cdnra Rauminhalt besitzt? ] 

Das spezifische Gewicht des Guraeiaena iat nach der Tabelle =7,35; 
mithin nach Formel 117); 

G = 1 . 8 = 12 . 7,25 = 87,0 kg. 
2) Wieviel kg wiegt eine Bund eisen atange von öO mm DurchmesBor i 
und l'JÜO mm Länge?*) J 

Die Stange ist als Uylinder von 0,ri dem DorehmesBer und 12 dem 1 
Länge aufKufaaaen; dtr Hauminhalt ist somit' 

1 = -T r^ h = 0,1964 . 12 = 2,3Ü7 «dem. 
1 nach der Tabelle das' spezifische Gewicht des Schmiede- 
sa folgt nach Formel 117): 
L) = 1 . s = 2,357 . 7,78 = 18,337 kg. 

/ 3) Wie grofa ist das Gewicht eines Winkel- 
eiaeoB nach nebenstehender Fig. 79), wenu die Länge | 
desselben = 5 m ist?**) . 

Sieht man von den Abrundungen des Profile» . 
ab, so kann man das Wiokeleisen bestehend denken , 
aus 2 Rechtecken von den Fiächenin halten 
fi = 1 . 0,15 = 0,15 qdcm und 
f. = 0.85.0,15=0,l-J7& qdcm. 
Mithin F = fi + fj = 0,2775 qdcm. 

Folglich: Ranminh alt ^ Fläche mal Länge, d .i. 

I = F . 1 = 0,2775 . SO = 13,875 cdcm 
damit, wenn a = 7,73 gesetzt wird, nach Formel 117): 
& = I . a = 13,875 . 7,78 = 107.948 kg. 
^''"- ÖO. <i) Wieviel kg wiegt 

„-»t ^/Aü.--), die in Fig. 80] gegebene 

1 I Messingatange, wenn 8^=8,55 
.-O.J._ angenommen wird? 
'i\ Die Stange ist als aus 

2CylindernandeinemPriama | 
bestehend aufzufassen. Der 
Rauminhalt eines Cylindera ' 
ist :^nr°.b; derjenige des Prisma» von quadratischem Querschnitt , 
= a°.hi, mithin der Rauminhalt der ganzen Stange 

I = 2.:^r^h + aMi,=2. 0,071 . 1 ,2 + 0,4 . 0,4 . 2. 
I = 0,170 + 0,32 = 0,490 ödem. 
Damit ergieht sich nach Formel 117): 

G = 1 . B = 0,490 . 8,55 = 4,180 kg. 
5) Wie grofs iat das Gewicht einer Granitplatte von 1500 rara '. 
800 mm Breite und 70 mm Starke, wenn sich in derselben ein 
TOB aoO mm Länge und 100 mm Breite befindete {b = 2,8.) 

Der Rauminhalt der Platte berechnet sich, aus dem Gesammtinhalt | 
derselben, verringert um den Rauminhalt der Öäiiung; demnach \ 
1 = 15.8.0,7 — 2. 1 .0,7 = (15. 8 — 2. 1)0,7 = 82,6 cd 
Hieraus folgt nach Formel 117): 

G = I . s = 82,Ü . 2,8 = 331,28 kg. 



*) Für die folgenden Gewichtsberechnungen sind die Tabellen a 
Ende des Buches benützt. 

♦•) Sämtliche Mafse in den folgenden Figureii sind in Slillimete 
mgegeben. 



^^P ^K- 82, 7) Wie groCa ist dua Gewicht einei 

^^~ i Kesselhleches von 1500 mm Länge und 

* W//////'////////////'r////////Ä'\ -2Ü mm Stärke, wenn dasselbe zu einem 

Keasel von 1500 min lichtem Dnroh- 
tnesaBr gehört? (s = 7.8.) 

Der Bauminhalt des Bleches, 
welcher durch die Wandung eine» 
Hohlcylinders gebildet wird, kann, auf 
zweierlei Weise gefunden werden. Ein- 
mal nach der üuldin'achen Begel (Seite JW, Beispiel 7) und das andere 
B der Differenz der beiden Cylinder von den Halbmessern r und ri 
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6) Wieviel kg wiegt die in Fig. 81) 
gegebene Gufseisenplatte ? (5 = 7,3.) 

Bezeichnet man die Höhe der eigent- 
lichen Platte mit h und die Höhe des Äuge« 
mit h], eo ist der für das Gewicht nutzbare 
Rauminhalt der Platte gleich dem 
vollen Platte, vermehrt um denjenigen dea 
Auges und vermindert um denjenigen dei 
Loches; d. b, 

X = Tir-^ h + 3iri». hl — «r,'(h -+- h,). 

= 19,635 . 0,3 + 1,539 . 0,2 - 0,503 . 0,5, 

= 5,891 +0,308— 0,252 = 5,947cdc!n. 

Uithin nach Formel 117); 
G = 1 . 8 = 5,947 . 7,3 = 43,413 kg. 



(Fig. 82), also: 



1 = 



r wird nach Fig. 82) = 



.■)b. 



, mithin i 



Deci- 



Der Halbmesser r 
metem ; 

I = 186,3 . 15 — 176,7 . 15 = (186,3 — 176,7) 15 = 144,0 cdcm 
Entsprechend Formel 117) ergiebt sich nun: 

G = I. 8 = 144.7,8 = 1123,2 kg. 

Fig. 8.1. 8) Wie grofs ist das Gewicht eines gufi- 

,,„ eisernen Trägere nach Fig. 83), wenn derselbe 

"""" ■ "' ö m lang ist? (s = 7,3.) 

Teilt man sich daa Profil des Trägere i 
3 Flächenteile e, b und c, so ist der Fläcbeninh^ 
des Trägers 

F = a + b + c. Nun ist: 
a = 2,2 . 0,3 = 0,6bO. 
b = 2,7 . 0,2 = 0,540. 
0=1,1.0,2^0,220. Mitbin; 
*-''^--» ' F^l,420 qdcm; 

= 71 cdcm und damit 
518,H kg. 

9) Ein Brückenpfeiler aus Ziegel- 

mauerwerk besitzt die in Fig. 841 an- 

I Form und ist ti m lioc' 

e grofs ist sein Gewicht, wenn d 

spezifische Gewicht des Mauer werki 

zu 1,8 angenommen wird? 

Zerlegt man sich dea Querschnitt 
des Pfeilers in das Dreieck 
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Rechteck b und den Halbkreis c, so folgt für den Flächeninhalt des 
Querschnittes — in Decimetern — 

•üt IUI lÖ . 10 , ^^ ,^ , 78,54 
p = a + b + o = — ^- 20 . 10 H ^ — 

= 50 + 200 + 39,27 = 289,3 qdcm. 
Da der Pfeiler 6 m = 60 dem hoch ist, so wird 

I = F . 1 = 289,3 . 60 = 17358 cdom, folglich: 
G = I.s = 17358. 1,8 =^ 31244,4 kg. 

10) Wieviel kg wiegt eine Bleikugel von 50 mm Durchmesser? 
(8 = 11,4.) 

Es ist der Inhalt der Kugel: 

O Ü 

mithin nach Formel 117): 

ö = 1 . 8 = 0,0654 . 11,4 = 0,746 kg. 

11) Ein Wasserbehälter von cylindrischem Querschnitt besitzt einen 
Halbmesser r = 0,5 m und eine flöhe h = 2 m. Wieviel wiegt das 
Wasser, wenn der Behälter bis an den Rand gefüllt ist? 

Die Wassermenge ist gleich dem Inhalte des Gefässes, mithin: 
I = ;rr« . h = 78,54 . 20 = 1570,8 cdcm. 

Da nun 1 cdcm Wasser*) 1 kg wiegt, so wird: 
G = I . s = 1570,8 . 1 = 1570,8 kg. 

12) Für den in vorstehendem Beispiele gegebenen Wasserbehälter 
steht aus räumlichen Rücksichten nur eine Höhe hi = 1,5 m zur Ver- 
fügung. Welchen Halbmesser x mufs bei dieser Höhe ein anderer Be- 
hälter von gleichem Rauminhalt erhalten? 

Die Inhalte beider Behälter müssen einander gleich sein, mit- 
hin wird: 

tit'^ . h = TT X® . hl . Folglich : 

, Trr^.h r^. h , , ., 

x'= i--=— r — öDd damit 

7t . hl hl 



hl 15 ' 



X = 5,773 dem = 0,577 m = 577 mm. 

13) Ein aus einer gewissen Legierung hergestellter Würfel, dessen 
Seite a^l20 mm ist, wiegt 20 kg. Wie grofs ist das spezifische Ge- 
wicht der Legierung? 

Der Rauminhalt des Würfels ist: 

I = a» = 1,2» = 1,728 cdcm. 
Nach Formel 119) erhält man demnach: 
_G_ 20 _,,.j 

*-"T~l7728'"^^''' 

14) Wieviel kg wiegt der in Beispiel 6, Seite 187; berechnete Kreis- 
ring, wenn derselbe aus Stahl hergestellt wird? (b = 7,7.) 

Nach der Guldi naschen Regel ergab sich 

1 = 6,323 cdcm. Mithin nach Formel 117): 
G = 1 . 8 = 6.323 . 7,7 = 48,687 kg. 

Obangsbeisplele: *^) 

1) Wie grofs ist das Gewicht einer Stange aus (Quadrat- Eisen, wenn 



*) 1 cdcm = 1 Liter. 

*) Zu den folgenden Beispielen sind die Tabellen bis zur dritten 
DecimaUtelle benatzt. 
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die Seite dea Quadrates 40 mm und die Länge der Stange Q i 
tragt? (a = 7.7.) 

Luaung: G = f.U,C kg. 
2) Eine Transmiasionnwelle besitzt einen Durehmeaser von 8 em 
und eine LSnge von 11, & m. Wieviel kg wiegt diese Welle, wenn 
a^=7,8 gesetzt wird? 

Liisnng: 1 = 57,709 edcm und G = 4ä0,84 kg. 

3) Wieviel k^ wiegt eine 
,^ _ -.. (riifsfitahlaohse nach Fig_. 85), wenn 
T I " ■ B^7,9 angenommen wird? 
■g--^- Lösung; 1 = 4,016 cdcm 

und G = 31,73 kg. 



4) Es ist das Oewiclit dn 

in. Fig. 86) gegebenen Achse 

ZQ berechnen. Wie grofs wird 

dasselbe, wenn s = 7,8 ange- 

wird? 

ing: 1 = 6,215 cdcm 
io uad Q = 48.477 kg. 

i) Wieviel kg wiegt ein schmiede eiserner 
._, Träger tjach Fig. 87), wenn derselbe ß m lang 

Lösung: 1 = 35,28 cdcm und 
G = 275,184 kg. 



ti) Wieviel kg wiegt der ia Fig. 88) 
skizzierte , zusammengesetzte Bchmiede> 
eiserne Träger, wenn s ^ 7,7 geaetzt wird 
und der Träger 4 m lang ist? 

Lösung: 1 = 43,2 cdcm und 
G = 333,6 i kg, 



7) Wieviel kg wiegen; 

a) 1 (jm Selimiedeeisenblech, 3 mm stark? (s '^ 7,78.) 

b) 2 qm Kupferbleoh,t4 mm stark? (a = 8,9,) 

c) 5 qm Messingblech. 1 mm stark? f8 = 8,55.) 

d) eine 3 qm grofse Gufseisen platte, 40 mm stark? (a = 7,2fi.) 

e) eine ausgewalzte Zinkplatte, 0,5 qm grofs und 7 mm stiffk? 
CS = 6,9.) 

f) eine 1*5 qm grofse Bleiplatte, 15 mm stark? (s = 11,4.) 
" " a 2 qm groCse G als stahl platte, 30 mm stark? (s = 7,87.) 

a) 23,34 kg; b) 71,2 kg; c) 42.75 kg; d) 870 kg; e) 24,151«; 
f) 256,5 kg; g) 472,2 kg. 
) Wie grofs ist das Gewicht eines gufseisernen Hohlcylinders ron 
0,55 m liohtem Durchmesser, 15 -mm Wandstärke und 1,35 m Länget 
= 7,3.) 

Lösung: 1 = 33,288 cdcm und G = 243,002 kg. 
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Wie hochjiat 



in Vig. 89) skUaierte röhrentörraige 
Körper, wenn b = 7,3 angenommen 

Lösung: I = 66,9a;i cdcm 
und G = 488,!t7tJ kg. 

10) Welchen Durohmesser er- 
hält eioe gufseisenie Kugel von 
lUO kg Gewicht? (9 = 7,07.) 

Löanng: d = HOO ram. 

11) Der rechteckige Querschnitt i 
mittlerem Durchmesser besitzt eine Breite i 
der Bing, wenn aeiu Gewicht 13 kg beträgt? (a : 

Löaung: h = 30 mm. 

12) Eine Hohtkugel ans UnCastahl besitzt einen inne 
measer von 160 mm und eine WaadatSrke von 20 mm. Wie 
die Hohlkugel? (b = 7,9.) 

Lösung: 1 = 2,043 cdcm und G=16,140kg. 
I 13) Wieviel kg wiegt ein Gewicht, welches aus 15 aohmiadee 

Platten von 20 mm Stärke und 200 mm Durohmesser besteht? fa = 7,8.) 
Lösung: Ö = 73.fi2.^ kg. 

14) Wie g'rofs ist das Gewicht eines Kreisringes von quadratischem 
Queraohnitt, wenn die Seite des Quadrats 40 mm, der mittlere Durch- 
mesaer dea Ringes 800 mm beträgt und der Bing aus Eotgafs hergeatellt 

' ist? (8 = 8,6.) 

Lösung: 1 = 4,031 cdcm und G = 34,581 kg. 

15) Ein Knpferkegel, dessen Grundfläche einen Durchmesser von 
90 mm beaitzt, wiegt i) kg. Wie hoch ist der Kegel? (s=;ö,8.) 



Bleiringee 
- 11,5.) 



LÖS1 



= 4Ö2 r 



Die in diesem Kapitel gegebenen Beispiele bilden die 
Grandlage für die Berechnung einzelner Maschinenteile oder 
ganzer Maschinen. Wenn z. B. das Gewicht eines Ventiles, 
Lagers, Dampfcylinders, Zahnrades oder einer Pleyelatange, 
Biemenscheibe, Seilscheibe u. s. w. berechnet werden soll, so 
müssen diese ßegenatände eben an der Hand von Skizzen 
oder Zeichnungen in Teile zergliedert werden, welche mit 
Leichtigkeit gestatten, die entsprechenden Gewichte zu er- 
mitteln. Die Summe aller dieser Teitgewichte bildet dann 
das Gesamtgewicht des zu berechnenden Gegenstandes. 

Der Hauptwert ist darauf zu legen, schnell ein- 
fache Formen für die einzelnen Teile und Teilchen 
zn finden; bei einiger Übunng wird dann sehr bald 
ein gutes Resultat erzielt werden. 



J 



Dritter Teil. 
Angewandte Mechanik. 




Acbtzehntes Kapitel. 
Die Festigkeit. 

Die Festigkeitslehre zeigt , wie diejenigen Teile , 
welchen Bau- oder Mascbinenkonatruktionen zuaan 
sind, zu gestalten und bezüglich ihrer Abmessungen zu be- 
bandeln sind, damit sie unter mögliebst geringer Material- 
verwendung befähigt sind, den auf sie einwirkenden äuraeren 
Kräften genügenden Widerstand zu leisten. 

Die auf einen Körper einwirkenden äufseren Kräfte haben 
das Bestreben, denselben einer Pormveränderung — Yei- 
längerung, Verkürzung, Biegung, Verdrehung — zu unter- 
werfen. Diese Form Veränderung kann bis zur Zerstörung 
des Körpers — Itifs, Bruch — gesteigert werden. 

Feste Körper setzen dieser Wirkung der an ihnen tbätigen 
äufseren Kräfte einen Widerstand entgegen, welcher, abhängig 
von ihrer Beschaffenheit, gröfser oder kleiner ausfallen wird. 
Die Ursache dieses Widerstandes, also die den äufseren 
Kräften entgegenwirkende innere Kraft, ist die Zusammen- 
hangskraft — Kohäaionskraft — der einzelnen Körper- 
teilcben untereinander, vermöge welcher dieselben Jeder 
Änderung ihrer gegenseitigen Lage zu widerstehen befähigt 
sind. 

Diese zwischen den einzelnen Körperteilcben tbätigen 
inneren Kräfte nennt man Spannungen. 

Die Zusammenhaiigskraft ist auch zugleich die Ursache, 

dafs eine an einem Körpir erzeugte Formveränderung wieder 

verschwindet, wenn die äufseren Kräfte zu wirken aufgehört 

haben; die Körperteilchen kehren dann in ihre ursprüng- 

I Lage wieder zurück. Dieses Bestreben eines Körpers, 
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seine ursprüngliche Gestalt wieder anüunehmeu, nennt manj 
Elastizität 

Aber nicht immer nehmen die Teilchen eines Körpei 
ihre ursprüngliche Lage wieder ein. Wenn die Formver- 
I Underiing eine gewisse Grenze überschreitet, behält der Körper 
dieselbe teilweise bei, nachdem die äufseren Kräfte zu wirken 
aufgehört haben — er bleibt verlängert, verkürzt, verbogen. 
Diese Grenze, bis zu welcher man einem festen Körper eine 
Form Veränderung zumuten darf, diimit er noch in seinen ur- 
sprünglichen Zustand zurückkehrt, nennt man die Elastizitäts- 
grenze. 

Nimmt die Form Veränderung noch über die Elastizitäts- 
grenze hinaus zu, so wird schlieralich der Zusammenhang der 
einzelnen Körperteilchen untereinander zerstört. Der Wider- 
stand, welcher hierbei durch die Zusaramenhangakraft der 
Trennung der Körperteilchen entgegengesetzt wird, heifat 
Festigkeit. 

Die Grenze, bis zu welcher man einen Körper der Ein- 
wirkung äufserer Kräfte unterwerfen kann, ohne dal's seine 
vollkommene Zerstörung eintritt, nennt man die Festig- 
keitagrenze. 

Diese und die Grenze der vollkommenen Elastizität liegen 
bei den verschiedenen Materialien sehr verschieden zu einander. 
So liegen dieselben beim Gufseisen z. B. sehr nahe; denn über- 
schreitet man hier nur um ein Geringes die Elastizitätsgrenze, 
so wird unmittelbar die Festigkeitsgrenze erreicht, d. h. der 
Zusammenhang der einzelnen Teile des Körpers wird bei 
weiterer Belastung zerstört. Schmiedeeisen hingegen kann nach 
Überschreiten seiner Elastizitätsgrenze noch bedeutende Porra- 
Teränderungen erleiden, ehe es der Zerstörung anheimfallt. 

Je nach der Art und Weise, in welcher äufsere Kräfte 
einen Körper beeinflussen, Formveränderungen an demselbea 
erzeugen und ihn zu zerstören suchen, unterscheidet man 
folgende Arten der Festigkeil : 

1) Absolute oder Zugfestigkeit, wenn ein Körper 
an einem Ende festKehaltea und am anderen Ende ein in der 
Hittellinie dieses Körpers wirkender Zug ausgeübt wird, 
welcher ihn zu verlängern oder zu zerreifsen sucht. (Seile, 
Riemen, Ketten, Zugstangen u. s. w.) 

2) Rückwirkende oder Druckfestigkeit, wenn 
an Stelle des Zuges in der Mittellinie des Körpers ein Druck 
ausgeübt wird. (Fundamente, Unterlagen, kurze Stützen u. e. w.) 

Ist hierbei die Länge des Körpers im Terhältnis zu seinen 
Qaerschaittsabmessangen sehr grofs, so wird ein Ausbiegen 
4eese]ben in der Mitte stattfinden. Der Körper wird alsdann 

Wmititttt. StilU, MucUmMiMliuL 1( 
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Zerknicken iu Anspruch genommen. (Säulen, stehende 
"Wellen, Pleyelstangen, Krahnausleger u. s. w.) 

3) Scher- oder Schubfestigkeit, wenn Kräfte 
die Teile eines Körpers übereinander zu schieben aucbeu. 
(Nieten, Bolzen, Keile, Schraubengewinde u. s. w.) 

4) Relative- oder Bieguugsfestigkeit, wennder 
Körper an einem oder an mehreren Punkten unterstützt ist 
und die senkrecht zu seiner Längsachse wirkenden Kräfte 
denselben durch Biegung zu zerstören suchen. (Träger in 
Gebäuden, die Arme der Hebel, Zähne der Räder, Kraha- 
balkeu, Achsen, Zapfen u. s. w.) 

fi) Torsions- oder Drehuugsf estigkei t, wenn 
der Körper au der Drehung um seine Achse verhindert ist 
und an deraselbeu Kräfte wirken, welche die Teile des Körpers 
schraubenförmig verwinden. (Wellenleitungen.) 

Um nun die den verschiedenen Festigkeitsarten ent- 
sprechenden und im Inneren der Körper auftretenden Wider- 
stände genau untersuchen und beurteilen zu können, bezieht 
man dieselben auf eine Flächen-Einheit, Es soll den 
folgenden Berechnungen als 

Flächeneinheit 1 qcm und als 
Krafteinhßit 1 kg 
zu Grunde gelegt werden. 

Ferner ist noch besonders zu beachten : 

Da bei Eintritt einer bleibenden Forraveränderung ein 
Körper bereits als teilweise zerstört angesehen werden kann, 
so darf hei statischen Konstruktionen die Elasti- 
zitätsgrenze niemals überschritten werden. 

Diejenige Belastung, welche iu der Praxis dem Material 
auf die Dauer unfl mit Sicherheit zugemutet werden kann, 
die zulässige Belastung, Faserspannung, zu- 
lässige Inanspruchnahme, zulässige Beanspruch- 
ung, mufs daher immer kleiner als die Belastung seiu, welche 
den Körper bis zur Elastizitätsgrenze beansprucht. 

Gewöhnhch wird bei Eisenkonstruktionen nur ein gevrisser 
Teil der einen Körper bis zur Elastizitätsgrenze beanspruchenden 
" ' ■ in die Rechnung eingeführt. 



1) Zugfestigkeit. 

Durch Versuche ist festgestellt worden, dal'a die Zug- 
festigkeit nur von der Gröfse des Qnerachnittes eines Körpers 
abhängig und diesem Querschnitte zugleich direkt proportioDEtl 
j'at; d. h. bat ein Körper einen dop'p'äV^ ?>q %Yol¥,fe-a (^^tftchnitt 
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als ein anderer gleichen Materiales, 30 ist er auch in der Lage, 
den doppelten Zug auazuhalten. 

Die Kraft oder das Gewicht, welche einen Körper, des 
Querschnitt = 1 qcm ist, zu z er reifsen vermag, wird Featig- 
keitsboeffizient genannt. 
Bezeichnet man mit 

*) k die zulassige Beanspruchung des Materiales in kg ' 

auf i qcm {Feetigkeitskoeffizient) ; 
F den Querschnitt des Körpers in qcm ; 
P die Kraft in kg. welche den Körper angreift, s 

P = F.k 120) 

Hieraus folgt: F = | 121) 

und k = = 



122) 

In der Praxis geht mau in der zulässigen Beanspruchung 
der verschiedenen Materialien nicht über die Hälfte der zur 
Erreichung der Elastizitätsgrenze erforderlichen Belastung j 
hinaus, und sind die allgemein gehräuchlichen Koeffizienten 
in der nachstehenden Tabelle zusammengestellt. 

Tabelle der £oefBzienten der Zugfeetigkeit. 





?™xi9 zu- 
lässige 
Belastung 


Belaatuaer, welche den 
Körper bis ;lur 


■ d.r «".Zm,.. 


Elaatiritäta- FeatigkeitB- 

grenze grenze 

beansprucht 




in kg pro 1 qcm. 


Biaemäraht 


1200 


2200 


6500 


atabeiBen 


750 


1500 


4000 


Eisenblech 


750 


1500 


3500 


Gnfseisen 


*») 250 


900 


1250 


Stahl 


1500 


8000 


6000 










ÄeBsing 


250 


480 


1200 


Hok, hart 


100 


200 


800 


Holz, weich 


70 


140 


680 



, •) In der folgenden Tabelle sind die Belastungen in kg pro 1 qcm i 
angegeben. Wünscht man dieselbe auf sine andere Flächeneinheit be- 
logen zu wissen, so ist z. B. für Sohmiedeeiaen zu beachten: 
k = 750 kg pro 1 (icm (laut Tabelle); mitbin: 
^ 7,5 kg pro 1 qmm 
' 75000 kg pro 1 qdcra 
■• 7B0O000 kg pro 1 qm. 
L**; FöF Biegangsfeatigkeit k = 500 kg. 
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f Die in der Praxis zulässige Belastung k kann 
jedoch unter Umständen von den Werten der Tabelle ab- 
weichen. Hierbei ist besonders zu berücksichtigen : 
1) Ob das Material von überall gleichartiger Beschaffen- 
heit ist; z. B. Gufaeisen, Stahl. Messing. 
2) Ob das Material sich im Laufe der Zeit ändert; z. ß. 
Rosten, Paulen, Verwittern. 
3) Ob die Belastung eine ruhige ist, oder Stofse und 
Erschütterungen mit derselben verbunden sind; z. B. Dach- 
Btühle, Eisenbahnbriicken, Lokomotiven. 
4) Ob der Körper wechselnd bald auf Druck oder bald 
auf Zug beansprucht wird; z. B. Pleyelstangen. 
5) Ob der Körper einer mehr oder weniger schnellen Ab- 
nützung unterworfen ist; z. B. Zapfen, Seile. Ketten, 
6) Ob seine Zerstörung mehr oder weniger nachteilige 
Folgen mit sich bringt. 
Als Mafsstab für die Annahme des Wertes von k kann 
entsprechend den Punkten 1 — 6) folgendes dienen: 
Folgt auf die gröfete Belastung eines Körpers, für 
welche die Berechnung auf Festigkeit stets durchzuführen ist, 
eine völhge Entlastung, so nehme man die Werte der Tabelle. 
I Ist die Belastung eine vollkommen ruhige, ohne Stöfse 

I und ohne Erschütterungen, so kann man k um die Hälfte ■ 

gröfser, als wie in der Tabelle angegeben, nehmen. 

Ist jedoch die Belastung eine zwischen einem gröfsten 
Druck und einem gröfsten Zug schwankende, so nehme man 
für k nur die Hälfte des Tab eilen wertes. 
I In den folgenden Beispielen ist auf die Vers chie den artig- 

^ keit der Gröfse des Wertes k zu achten. 

Beispiele:*) 
I 1) Bei welcher Belastung zerrcifst eine Stange von Stabeisen, welche 

^^H 6,5 cm breit und 3 cm stai-k \iVi 

^^B Der Querschnitt P der Stange ist ^ 6,5 . ?. =- 19,5 qcm; k ist nuk 

^^H vorstehender Tabelle = 4000 kg, mithin nach Formel 120): 
^V P r^ F . k = 19,5 . ^000 =^ 7fl000 kg. 

^^^ 2) Wie (['■ofa ist fttr diese Stange die Belastung an der Elaatizitäts- 

F grenze? 

Hier ist k = 1500 zu setzen, mithin nach Formel 120): 

P = F . k ^ 19,5 . 1500 ^ 29350 kg. 
3) Wie grofs wird die Belastung auf 1 qom, wenn die in den vor- 
1 stehenden Beispielen berechnete Stange a) mit 60000 kg und b) mit 

I 100000 kg belastet wird? 

LNach Formel 122) ergieht sich: 
•) Unter A 



.^ , P 100000 -,„„ , 

''^^=F^T9;r=^i^^''^- 

") Unter Anwendung der Tabellen im Anhange 
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4) Wd^e afinipe Bebaaaair iÄnt Äwwl* ;^)Mo^ «Ul «ii^^ 
ir die Pna» ^i ■j^ttiiluii Sfe Ai a :aMÜi ometHn? 

Hier irt k = 750 kg: n «nrau »h^ mk^i FmMJl ltH>V 

Fig. 90. 5> Wie iwl k|r fcuui «ict^ ^;&Ul;)üi^*^ M^ l>v^^^^^ 

I Qoendmitt sack ii«beiH«elMidM' F^. ^M fvtn^l^'. *> «U 

I der Featigkeilagi cuxe t 

I Der Qnmcluun F d«r ^l«n^ im ^Ww l>i>Mt^^k« 

^ entsprechend: 

„ Grundlinie X Hohe s.h :>.4 , %i> v > 

F= ^ =,> = .» Ä»^<jom. Muhm 

Jf nachFormel 120): a) P = FA = i>?lMX)=::- iHVH) ktf. 
-_^f^.3__J b) P = F . k = 6 » :UHH> --> l8lHH» kj, 

c) P = F . k = 6 • l>lKH» « atJOOO ktf. 

6) Wie grols wird die Beanspruchung auf 1 qoin in lit^r HtAUgt) 
ich Beispiel 5), wenn dieselbe mit 10500 kg belastet winlV 

Nach Formel 122) ist: 

, P 10500 ,..^, 
k = y = — g— = l /50 kg. 

7) Wieviel kg kann eine Messingstange von quadratiiühein (^um*- 
hnitt mit genügender Sicherheit tragen, wenn die Seite des C^uadratakt 
cm lang ist? 

Der Querschnitt F der Stange ist, weil quadratisch, 
F=3« = 3.3 = 9 qcm. Mithin nach Formel 120): 
P = F.k = 9. 250 = 2250 kg. 

dl hier k der geforderten Sicherheit wegen =s 250 genommen werdsn 

ifs. Siehe Tabelle Seite 147.) 

8) Welche Belastung kann eine Stange aus itundciiMin mit Hich^r- 
it tragen, wenn der Durchmesser des KundeisenH = Ü am ist? 

Der Tabelle entsprechend wird F =^ 2^,27 qcii^; mithin niu^h 
rmel 120): 

P = F . k = 28,27 . 750 = 212^>:i k^, 

9) Durch eine Konstruktionsbedingung ittt für *ima lf\mhtiii^nutM^ge, 
Iche eine Belastung von 21000 kg mit HUiUnrhiili truictift n^Ai^ eine 
eite von b = 10 cm vorgeschrieben. Welche Htärke n mu(4 da» üf blieb- 
en erhalten? 

Die Starke a kann nur aus dem YUfsheu'mh^H If ^-u ,h de« </,iber- 
inittea der Stange gefunden werden. Den^;JU; ergiebt «i<;b uui^ 
rmel 121) zu: 

F=-r = -^.,. =:2b 9*^m. 

Setzt man diese 28 qcm gleicb d«^m ^uef-«chuitt u ,h, ti*^ ivlgt : 

h^.h:^2'i uiid damit 

2h 2h , . 

10) Sine «cfamiedeeiiferne btaii^« aut ^utodratt^ux^u boll *iHt*'A: Ziu^ 
i 7000 kg mit fiichfiriieit aulii^iiiueu. ^ i*: giolt wuC tl»*; feeiu 4* 

Quadrates ? (k = 700. ; 
Die 8eite a wrgieüift tiai aunu ixi*ii witsd*^' uuf au^ ütstt. ((^u«3f'i»<;iiaiiU: 
= a* de« Quadratdaene. lieiüterer ^fuM uanu i'\jriuii> 1^1; 

Da nun außh a*i^lO »ettj muif tx. lo*j<' "^j 
•j T«:gL State -'2 i*iiu?f \r. ;. 



^^^K 11) Eine SUnge aus RuudeiEeii von 4 cm Duruhmesser hat einem 

^^^K Zage von 6000 kg widerstanden; wie grnfa war die Spannung pro qcm? 
^^H Gegeben aind: P = 6ü00; F = 12,57 ■ mithin nach Formel 122): 

L he 
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12) Eine Zogatange aus Rundeiaen hat eine Belastung von 4000 kg 
tragen ; welchen Durchmesser d mufa dieselbe bei genügender Sicher- 
heit erhalten? 

Gegeben sind: P=40OO; k = 750 kg und der Stangenqneraohnitt 



Demnach ergiebt ^ 
schnitte F der Stange en 






— - nnd damit 



13) Die Dampfspannung in einem Dampfoylinder von 35 cm Durob- 
r beträgt 5 Atm. Zur Befestigung des Cyl inderdeck eis sollen 

6 Schraube «bolzen angewendet werden; welchen Durchmesser d müssen 

dieselben erhalten? 

Den Druck auf den Deckel erhält man, wenn man den F14cljen- 

inhalt') desselben in qcm mit dem Atm oap hurend rucke multipliziert; 

dereelbe wird also = 91)2.5^;= 4810 kg. Dieser Druck verteilt sich 

gleichmäfBig auf die ti Schrauben, mithin kommt auf jede Schraube 6~ 

Druck P = --— = 802 kg (abgerundet). 

Nimmt man der gröraeren Sicherheit halber k nur zn 400 kg a 
EO erhält man den Flächeninhalt eines Schraubenquerschnittes, wei 
man den Kemdurahmesser der Schraabe mit d bezeichnet, nach Formel 
121} zu; 



Bei Benützung der unter „Drehbänke" angegebenen Schraubentabell« 
entspricht diesem Kerndurchmesser ein Schrauben bolzen von 'jt" engl. 
Gewinde. 

14) Welchen Durchmesser d erhalten die Glieder einer £ettB, ^ 
diese eine Laat von 1500 kg tragen soll? 

Da das Kettenglied in seinen Längsseiten nur auf Zug bettnaprualit 



> ist der tragende 
1 hier k zu 600 kg an, 



rschnitt der Kette F = 2,— ^; nimmt 
ergiebt sieh aus Formel 120): 
-^ . k und damit 

4.P ^ ]/" i . 1500~ ^ j 2(. 
.Ji.k 2.3,14.600 ' '™' 



•) Siehe Tabellen im Anhange. 
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Übnn^sbi'ispiple : 

1 ) Weluhe Belastunff kann ein ach mied eeisern er Stab von quadw,iiioh( 
(■ioeraoiinitt mit Sicherheit tragen, wenn diä Seite dea Quadrates 2 
lang ist? 

Lösuhr: P = UnOO kg. 

2) Welche Kraft irt erforderlich, diesen Stab eu zerreifsen? 

Lösung; P = JtiOOO kg. 

3) Weiche Kraft beansprucht denaelhen Stab bis zu seiner Elastizitäta- 
grenae? 

Losung: P= 6000 kg. 
i) Eine Hangeaaule mit quadratischem Qaereclinitt ana Eichenholz 
8oU eine Belastung von 140u0 kg mit Sicherheit tragen. Wie groft 
■wird die Seite de» ttuadratea? (k=IOO.) 

Lösung: a = I l,ßH cm = 118 mm. 

5) Welchen Durchmesser erhält eine Rundeisenstange, welche 
35000 kg mit Sicherheit tragen soll? 

Löanng; d = 6,5 cm ^ t)5 mm. 

6) Ein Kiemen von 0,3 cm Stärke hat einen Zug von 450 kg aua- 
zuhalten; welche Breite b mufs man demaelhen geben? (k = 100.) 

Lösung; b = 15 cm = 150 mm. 

7) Die Zugstange eines Daches besteht aus 2 Flacheiaen, welche 
je i cm atark sind. Welche Breite h erhalten die Flacheisen, wenn die 
Stange einen Zug von ÜOOÜ kg aufnehmen soll? 

Lösung : b ^ li cm = öO nnn. 

8) Welche Last kann eine eiserne Kette tragen, wenn die Eetten- 
eisenstärke 2 cm beträgt? (k=:50n,) 

Lösung; P = 3140 kg. 

9) Weichen Durchmesser erhalten die 4 sohmiedeBiBemen Säulen 
einer hydraulischen Fresse, wenn der durch die Presse ausgeübte Druck 
100000 kg beträgt? (k = 750.) 

Lösung : d ^ 6,5 cm = 65 mm. 

10) Eine hydraulische Presse besitzt einen Presscylinder von 300 mm 
Durchmeaser, in welchem ein Druck von 200 Atmosphären herrscht. 
Welchen Durchmesser erhalten hier die 4 Säulen? 

LösuDg: d = 7,7 cm = 77 mm. 

11) Eine schmiedeeiserne Stange von 32 mm Durohmesser iat einem 
Znge von Ö30O kg mit Sicherheit widerstanden. Wie grofa war die 
Belaetung auf 1 (|cm ? 

Lösung: k = 659 kg. 
12} Eine cylindrische Stahlstange soll mit Sicherheit 3000 kg tragen. 
Wie grofa mufs ihr Querschnitt werden? 

Lösung ; F :^ 2 qcm = 200 qmm. 
13) An einer Bisenkonstruktion soll ein El ach eisen stab einen Zag 
von lOOOO kg aufnehmen. Welche Ahmasaungen erhält sein rechteckiger 
tjueracbnitt, wenn die Seiten deaaelban sich wie 2:5 verhalten aollen? 
(k = 700.) 

Lösung; a = 2,4 cm = 34 mm; h = 6 cm = 60 mm. 



2) Druckfestigkeit. 

Die Widerstandsfähigkeit, welche die Körper gegen Kräfte 
äufaerD, die sie durch Annäherung ihrer Teile zu zerstören 
Buchen, ist von verschiedenen Gesichtspunkten aus zu be- 
trachten, je nachdem die Körper würfelförmig oder säulen- 




[^■föl 
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■iicken,'^iW 



ffirmig sind. Im ersteren Falle findet ein Zerdrücken,'^ 
zweiten meistens ein Zerknicken statt, indem vor dem eigent- 
lichen Bruch noch eine Biegung eintritt. Das Gesetz für die 
Druckfestigkeit säuleniormiger Körper ist 90 kompliziert, dafs ea 
hier aufser Acht gelassen werden mufs; das Gesetz für die 
Druckfestigkeit würfelförmiger oder plattenförmiger Körper 
gestaltet sich jedoch änfserst einfach. Es ist in diesem Falle 
wiederum die Festigkeit nur proportional dem Querschnitt F 
des gedrückten Körpers und wird auch hier die Kraft P, 
welche den Körper zerdrückt: 

P = F.k 123) 

wenn k den Koeffizienten der Druckfestigkeit be- 
zeichnet, 

Tabelle der Koeffizienten der Druckfeatigkeit. 



I 



N.„.. 


Bruchbelastung 


ZuläsBfge 
BelaatuHo; k 




kg pr 


qcra 


GufBeiseQ 

Sohmiedeeiaen 

Stahl 


6000 

30Ü0 

6000 
300—500 
200—300 
60-120 

500 

600 


600 
750 
1200 










Eiche und Tanne 

Buche 


80 
100 



1 der Säule 



Beispiele: 
1) Welche Kraft P ist erforderlich, um einen eichenen Stau der von 
< 31 cm Qaerachnitt zu zerdrücken, -f- k — 500 -;- und welche Last Q 
kann dieser Ständer tragen, wenn die zulasaige Belastung zu 80 kg pro 
qem angenommen wird? 

Nach Formel i23j ist: 

P = F.k = 2l .31 .000^-320300 kg und 
Q = F. k = 21. 31. 80^ 52080 kg. 

t2) Die Denke eines Speiuhera wird dorch 6 tannene ääulen ■ 
quadratischem (iiieraohnitt unterstützt. Die gröfste Beiastuug einer Säule 
betrage 36000 kg; welche QuerschnittaabmeasungeE 
geben? 
Die zu berechnende Seite a des Quadrates erjriebt sich u 
Querschnitte der Säule: F — a'. Letzterer entwickelt sich aus Fornwl 
iü3), entsprechend Formel 121), ; 
„_P , __3eor.o .. 
: 



../ 



36000 



i'^^ ' und damit 



^/45ÖT=21,2cm = 2 



3J "Wie grata wird die Belastung einea 2 Stein starken quadratischen 
ilera aus Ziegelsteinen, wenn die zulässige Belastung pro 1 qcm i 
= 6' kff angenommen wird? 

Bai Anwendung von gewobuUcten TAe^eW ^iSiX. Vii<SiS>*i 
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iter AnDahme einer Fugenstärke von 1 cm, wird die Seitenlänge de» 
teilers a = 25 + 1 + 25 = 51 cm, mithin der Querschnitt F = a^ = 
. 51 = 2601 qcm und damit nach Gleichung 123): 

P = F.k = 2601.6=15606 kg. 

4) Ein C- Eisen (Pijr. 91) drückt Fig. 91. 
it 5400 kg anf eine Mauer. Wie 
dt mufs der Träger auf der Mauer 
fliegen, wenn .sein Flansch 18 cm _ 
eit angenommen wird und eine be- 
odere Druckplatte nicht angewendet = 
jrden soll? 

Nimmt man k zu 12 kg pro = ^ 

qcm an, so folgt aus Formel 123): y^I<---jc__T^^ 

F = ^ = -j^=:.450 qcm. 

Setzt man die Länge des aufliegenden Teiles des E-Eisens = x, so wird 

F==lö.x = 450 und damit: 

X =:^ — ^ =: 25 cm. 

5) Welchen Durchmesser erhält der schmiedeeiserne Spurzapfen 
ler 500 kg schweren, senkrecht stehenden Welle, wenn derselbe mit 
3herheit den stattfindenden Druck aufnehmen soll? 

Bezeichnet man den Durchmesser mit d und setzt man k der 
deutenden Abnützung wegen = 300 kg, so folgt aus Formel 123): 

¥=z--=i '—^ — und hieraus 
k 4 

A l/^'^ l/ 4.500 .. ._ 

^=V^^^V 3,14.300 "^^'^^°^="^^°^°^- 

6) Welche Last vermag eine kurze, hohle gufseiserne Säule mit 
jherheit zu tragen, wenn der innere Durchmesser d :==: 20 cm und der 
fsere di =: 30 cm angenommen wird ? (k ii= 500.) 

Der tragende Querschnitt F der Säule wird erhalten, wenn man 
n Flächeninhalt des inneren Kreises . von dem des äufseren abzieht f 
mnach wird: 

= — ^ — ^^ = 706,86 — 314,16 = 392,7 qcm. Mithin nach 

rmel 123): 

P = F . k = 392,7 . 500 = 196350 kg. 
ungsbeispiele: 

1) Welchen Druck vermag ein Öufseisenstab mit Sicherheit auf- 
lebmen, wenn die Seite des quadratischen Querschnittes a = 50 mm ist? 

Lösung: P= 12500 kg. 

2) Welche Kraft wird denselben Stab zerdrücken? 

Lösung: P = 150000 kg. 

3) Wie grofs mufs der Durchmesser einer kurzen, vollen gufs- 
jrnen Säule sein, welche eine Last von 100530 kg mit Sicherheit trägt? 

Lösung: d = 16 cm = 16Ü mm. 

4) Welche Länge a erhält die Seite des quadratischen Fufses der- 
)en Säule, wenn ein darunter liegender Granitquader mit k = 30 kg 
nsprucbt werden darf? 

- Lösung : a = 57,8 cm = 580 mm (abgerundet). 

5) Eine kurze, hohle gufseiserne Säule soll 30000 kg mit Sicher- 
; tragen. Wie grofs wird der innere Durchmesser der Säule, wenn 

äufsere zu 120 mm angenommen wird? 

Lösung : d == 8,2 erat =•- 82 min.. 
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ti) Eine kur^e, gufaeiserne Sänle naeli Fi™, 
92) soll 10000 kg mit Siuherheit tragen. Wie grof* 
wird die Abmessnng x? 
• LÖBQüg : X = B cm = 60 mm. 

7) Welclien Druck vertong ein Würfel au< 
' Kalkstein aafzu nehmen, wenn dessen Seitenlange 

8 = 400 mm ist? {k = 40.) 
' Lösung: P = 64000 kg. 



r 

8) Welchen Durohmesaer d erhält der Spurzapfen einer Btehenden, 

I «chmiedeeisernen Welle von 140 mm Durchmeaeer und 10 m Länge, auf 

I welcher 3 Zahnräder von je 600 kg nnd ü Riemenacheiben von je lOO^ 

^^1 Gewicht sitzen? (s = 7,8; k=165.) 
^^^b Lösung : d = 5 cm ^:= 50 mm. 

^^B 9) Ein Gebäude von 1000000 kg Gewiuht steht auf einem Ffahl- 

^^^H roBte, deaaen einzelne Pfähle einen Durahmeseer von 250 mm heben. Wie 

^^^H viele Pfähle hefinden eich in dem Pfahlroste, wenn k den Wert von 40 

^^^H nicht übersohreiten soll? 
^^H Löeung: 51 Pfähle. 

^^ 3) Scher- oder SchubfesÜgkelt. 

Diese Art der Festigkeit ist am häufigsten bei den znr 
Verbindung von Blechen dienenden Nieten, bei Verbindungs- 
keileo, Schraubenbolzen und beim Lochen und Abschneiden 1 
von Blechen zu berücksichtigen. 

Nach Versuchen wachet die Scher- oder Schubfestigkeit 
wie die absolute Festigkeit, mit dem Querschnitte des Körpers 
oder mit der Gröfse der Trennungs fläche. 
Bezeichnet man mit 

P die auf Abscheren wirkende Kraft in kg; 
F den Querschnitt des Körpers in qcm; 
kj den Festigkeitskoeffizienten für Scherfestigkeit, 
80 wird 

P = F . kj 124) 

Soll der Körper mit Sicherheit dem Abscheren wideiv 
stehen, so nimmt mau als zulässige Belastung pro 1 qcm 
jedoch nur */& der in der Tabelle für die Koeffizienten 
der Zugfestigkeit*) gegebenen Werte an; man setzt also 
k -^ k 
Setzt man diesen Wert für k, in Gleichung 124) ein, 
80 folgt; 

P = |.F.k 125) 

und 




p- 



126) 



*) Siehe Seite 147.) 



Es finden diese Formeln liauptaäcblicli Anwendung zurl 
Berechnung von Schraubenbolzen und Nieten. 

Der Widerstand gegen das Lochen von Eisenblechen i 
beträgt 4300 kg pro qcm Schnittfläche; gegen Ab- 
scheren jedoch nur 3275 kg pro qcm SchnittflUche. 



Beispiele 



n Niet -v 



n 2.6 c: 



DurclimeBaer gegeu ^ 



Der Queraohnitt des Nietea iat F — — ^ — — fi,H09 qcm. Mithin 

nach Formel 125): 

„_ 4.F.k ^ 4.5,3 09. 1000 j,,^„ j^ 



2) Bei welcher ßelastuDg wird das Niet zer.'tört? (k^z6< 
Aua Formel 125) folgt: 

P ^ i^k^-i_A3n9i.6™ = 2,48. kg. 



Ü.) 



3) Wie grora mufa der DurohmeSBer d einea aabraiedeeiseniea ] 
Bolzens aein, welcher einer ahBchereoden Kraft von 6O0O kg mit ge- 
lügender Sicherheit widerstehen aoll? (k = 75ü.) 

Der Durchmeaaer läfat sich nur aua der Querachnittafläche dea Bolzens 
F = —^ermitteln, mitbin nach Formel 12ä): 
^ 5.P -n.d 



, folgt r 



,l/rP_ 1/ 5 .6000 
' j(.k^'.V4.750 



= 3,5 i 



n = 35 E 



4) Welche Kraft ist zum Durahstofaaii des Bleches für ein Niflt 
von d =: 2,6 cm Darehmeaaer erforderlich, wenn die Blechatärke li= 
beträgt!' (Vergl. Beiapiel 1; k = 3500.) 

Die ftbzuacherende Fläche iat gleich einem Oylindermantel, deaaen , 
Umfang gleich demjenigen dea Nietes, und dessen Hohe gleich der 
Bleohstärke ist; mithin F = ^ . d. h = 3,14 . 2,6 . 2 ^ 16,328 qcm, folglich 
nach Formel 124): 

P^F.k,^]e,.128. 3500= 57148 kg. 

5) Welche Kraft ist erforderlich, nm die 
in Fig. 93j dargestellte NietTerbindang dnroh 
ÄbBoheren der Nieten zu zerstören, wenn der 
Durchmesser derselben 20 mm beträgt und die 
Xraft «ich auf alle 3 Nieten gleinbrnärsig verteiltV 

In diesem Falle sind die 3 Nieten nur in einer 
QnerBobnitts fläche ab;iuaaberen, daher der Inhalt 
der gesamt«» Trennungsfläcbe: 
„ „ jc . d« 3 . 3,14 .2.2 „ ,^ 

Mithin nach Formel 125): 
4.F.k 4,9,12.6500 



w 



¥ 
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G) Wie RrofB itt die lulSssige BelBEUng 
der in Fig. 9i) dargestellten NietverbiöJnng, 
wenn der DurchmesBer der Nieten 20 mm be- 
trägt und die Kraft eich auf alle ü Nieten 
gleiobmärsig verteilt? 

Bei dieser Nietverbindang sind die Nieten 
in KWel Querschnittaflächen abzuscheren, daher 
der Inhalt der gesamten Trenn angsfläche: 
ß.3,14.2.2 ,„„, 



1 



F=6.- 



4 



P = 



Mithin nach Formel 135); 
J.F.k 4.18,84.750 



= 11304 kg. 



Ubangsbelsplele: 

J) "Weiche BelastuDg P kann ein Dübel aus Buchenhok von 30 mm 
Dnrchmeeser mit Sicherheit aufnehmen? (k^; 100.) 
Lösung; P = r)66 kg. 
'1) Zwei Flacheisen sind durch 4 Nieten von je 1^3 mm Durchmesser 
verbunden. Welche Schubkraft P ist zur Zerstörung dieser Verbindung 
erforderlich? (k — 6500.) 

Lösung: P =86103 kg. 
Fig. 95. 3) Welchen Durchmesser erhalten 

die Nieten des vorigen Beispieles, wenn 
sie durch eine Kraft von 60000 fag 
zerstört werden sollen? (k^CSOO.) 
Lösung: d — 1,9 cm = 19 mm. 
4) In eine Blechtafel von ^0 mm 
Stärke sollen Löcher von 1^3 mm Duroh- 
mcsser gestanzt werden. Welche Kraft 
ist hieran erforderlich? (k=430o.] 
Lösung: P — 1)3143 kg. 
; grofs mufs die KopfhÖbe h eines Schraube uboUeus von 
d^40mm Durebmesaer werden, wenn derselbe nach Fig. 95} mit 
10000 kg belastet wird? (k~75a) 

Lösung ; h :^ 1 ,3 cm ^13 mm, 

6) Wie grofs wird die Scherspannung ki in demselben Bohen, wenn 
er unter gleichen Verhältnissen nur mit SjiiO kg belastet wird? 

Lösung: ki^521 kg. 

7) 2 Bleche sind durch Doppellascbennietung, in welcher sich im 
Ganzen 6 Nieten von 13 mm Durchmesser befinden, verbunden. Weloha 
Scherspannung herrscht in jedem der tj Nieten, wenn die Verbindung 
einer abscherenden Kraft von 9000 kg widerstehen soll? (Anm. Zwei- 
schnittige Nieten!) 

Lösung: ki ^= 585 kg. 

■ Stab von rechteckigem Querschnitt hat einer 
von 7Ö0U kg mit Sicherheit Widerstand geleistet, 
nne Seite b des Querschnittes des Stabes, wenn die 
a angenommen wird? (k^250.) 
Lösung: b .-= 0,6 cm ^ fiS mm. 




8) Ein guf! 
abscherenden Kraft 
Wie grofs wird die 
andere nn a ^^ 45 mi 




4) Relative oder üiegangsfesti^keit. 
Wird ein Balken an einem Ende fest eingespannt oder 
in mehreren Punltten unterstützt, nnd wirkt eine Kriift senk- 



- ir,7" 

recht zur Längsrichtung auf denselhen, so sucht diese Kraft 
deu Balken abzubrechen oder durchzubiegen. 

Der Widerstand, welchen ein Körper dieaein Abbrechen 
oder Durchbiegen entgegensetzt, beifst relative oder Bie 
gungafestigkeit, 

Im Allgemeinen wächst zwar dieser Widerstand bei dem- 
selben Körper unter gleichen Umständen mit der Gröfse seines 
Querschnittes ; es sind aber zur Bestimmung der Qröfae dieses 
Widerstandes noch folgende Punkte in Betracht zu ziehen : 

Die relative Festigkeit hängt ab von der Form des Quer- 
schnittes und der Lage desselben, von der Länge des Körpers, 
von der Art und Weise der Belastung — d. h. ob die Last 
am Ende oder in der Mitte aogreift, oder ob sie über den 
ganzen Balken gleicbmäfsig verteilt ist — ■ schliefslich von der 
Art der Unterstützung und Auflagerung. 

Haben z. B. zwei Körper gleichen Materiales gleich grofse 
Querschnitte, — der eine einen quadratischen, der andere 
einen kreisförmigen — so ist die Widerstandsfähigkeit des 
quadratischen Körpers grßfser, als diejenige des kreisförmigen. 
Ebenso trägt ein Körper von rechteckigem Querschnitt mehr, 
wenn er auf der kleinen Seite des Eechtecks liegt, als wenn 
er auf die grofse Seite desselben gelegt wird. 

Wird ein Körper an einem 
Ende fest eingespannt (Fig. 
96) und am anderen Ende 
senkrecht zu seiner Längs- 
richtung durch ein Gewicht 
P belastet, so wird dieses. 
Gewicht den Korper um eine 



1 



4 



Fig. m. 



a dem Querschnitte hegende "^ 
Achse n zu biegen suchen. 
Sämtliche Querschnittstelle 
oder Fasern, welche sich 
über n befinden, werden hieidurch ausgereckt, die unter- 
halb liegenden dagegen zusammengedrückt. 

Die in der Achse n liegenden Querschnitts teile oder Fasern 
werden aber weder ausgereckt noch zusammengedrückt, d. h. 
sie bleiben neutral. Man nennt deshalb auch diese Achse 
..Neutrale Achse" und die mit derselben zusammenfallende 
Faserschicht „Neutrale Paserschicht." 

Sind die Widerstände gegen das Zusammendrücken und 
Ausrecken der unterhalb und oberhalb der Achse n liegenden 
Fasern gleich grofs, so geht diese Achse durch den Schwer- 
punkt des Querschnittes. 

Bei der Beanspruchung eines Körpers auf 




festigkeit hat man es stets mit einer B ea 
ein statisches Moment*) zu thun. 

Ist z. B. ein Körper an seinem einen Ende A fest ein- 
gespannt — unwandelbar befestigt — nnd au dem anderen mit 
"■ "" einer Kraft P auf Biegung beansprucht 

(Fig. 97 und 98), dann werden, ent- 
sprechend den Entfernungen 1 und 1, an 
dem Körper verscltiedene Momente zur 
; Wirkung gelangen, welche den Körper 
\ durchzubiegen oder gänzlich zu zerstören 
; Sachen. So würde ein etwaiger Bruch in 
i den Punkten A nach Fig. 97) durch das 
\ Moment 

M = P.l 
und nach Fig. 98) durch das Moment 

M, = P . \ 
yerursacht werden. 

Jedes durch die Belastung eines 
auf Biegung beanspruchten Körpere 
erzeugte Moment nennt man Kraft- 
ament oder Moment der 
äufseren Kräfte. 
i Damit nun der Körper nicht bricht, 

P müssen die im Innern desselben wirksam 
werdenden Kräfte ^ das sind die in 
den einzelnen gezogenen oder gedrückten Fasern resp, Faser- 
Bchichten auftretenden Widerstände — ebenfalls ein Moment 
erzeugen, welches dem Momente der äufseren Kräfte, dem 
Kraftmomente, gleich und diesem entgegengesetzt wii'ksam ist. 
Dieses widerstehende Moment heifst das Moment der 




inneren Kräfte, 

Es mufs also 



spruchten Körper stets das Mo 

Kräfte gleich sein dem Momente 

Fig. 99. 



bei einem auf Biegung bean- 



ent der auf 
der inneren Kräfte. 
Je gröfser nun der 
Abstand irgend einer 
Faser oder Faserschicht 
von der neutralen Achse 
ist. desto gröfser ist die 
Verlängerung oder Ver- 
kürzung, welche dieselbe 
erleidet ; . desto gröfser 
also auch die Spann- 
ung, welche sie auszu- 
halteu hat. 



*J Vergl Seite 78.) 
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Diese Spannung ist ihrem Abstände von d 
neutralen Acliae direkt proportional. 

Bezeichnet man ganz allgemein mit S diejenige Spannung, 
welche eine Faser im Abstände 1 (dem, cm, mm, u. s. w.) 
von der neutralen Achse erleidet; h, den Abstand der ent- 
ferntesten gestreckten Faser von der neutralen Achse (Fig. 99) 
in irgend einem Längsschnitt eines Balkens von rechteckigem 
Querschnitt, so erhält man einen Wert für die Spannung in 
dieser Faser, wenn man die Spannung S mit ihrem Ab- 
stände multipliziert, alao in dem Produkte S . h, . Da die 
Spannung in der neutralen Achse n gleich Null ist, die- 
selbe von n nach a aber, angestellten Versuchen ent- 
sprechend, gleichmäfsig wächst, so folgt, dafa, wenn mau 
a b = h, macht und die Linie b n zieht, durch das Dreieck 
a b n die Spannung jeder zwischen n und a liegenden Faser 
dargestellt wird. 

Der Inhalt des Dreiecks ahn ist aber = ^ah . an; da 
man jedoch a b = h, gemacht hat, so wird durch a b der gröfste 
in der obersten Faser bestehende Spannungswert = S . hj 
repräsentiert; setzt man diesen Wert S . l^j für ab ein, so- 
wird nun durch den Inhalt des Dreiecks ahn = 
■J , S ■ h, . h^ = — ^,y^ die Summe aller Spannungen der über n 
liegenden Fasern dargeateSlt. 

Da diese Spannungen sämthch in einer Richtung wirken, 
also untereinander parallel sind, so kann man die Mittlere 
aller dieser Spannungen im Schwerpunkte des Dreiecks ahn an- 
greifend denken, also an einem Hebelarme = f . h^, wobei 
alsdann n als Drehpunkt angenommen wird. 

Dasselbe ist mit den Fasern unterhalb der neutralen 
Achse n der Fall. 

Die Summe aller Spannungen oberhalb der neutralen 

Achse ist daher: -—7)— i 

und unterhalb der neutralen Achse entsprechend: 

_ S .hi^ 

~" 2 • 
Ferner ist der Hebelarm der über n thätigen Spannungen 

= ä-h, und entsprechend derjenige der unter n thätigen- 
Spannungen = ^ , h^; mithin das Moment der inneren Spannungen, 
welches dem von der Kraft P durch Ausrecken der über a 
liegenden Fasern erzeugten Momente entgegenwirkt 
^ S . hl« 2 , S . hi' , 



1 
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^s Moment der unter n liegenden Fasern 



!-.4-i.,- 



S.h,' 



Bezeichnet man die Breite des Balkens mit b, so ist das 
■Gesamtmoment aller überhaupt im Innern des Balkens tliätigen 
Spannungen 

Dieses Moment der inneren Kräfte mufs nach dem Vorher- 
gesagten gleich sein dem Momente der äuiseren Kräfte, also 
nach Fig. 99) = P . 1, mitliin mufs 



P.l: 



■e- 



-+= 



o.b= 



.S.(b," + h,").bseiii. 



^ 



Da femer entsprechend Fig. 9!)) 

H = h, -I- \, und li, = h^ = ^ H ist. so folgt: 

^■■' = ls.|(|) + (5)-|-.b = 4.s.(f+f).b 

-oder was dasselbe ist: 

Der eingeklammerte Ausdruck \~t:^) i^t nur von der 
geometriBchen Form des Querschnittes abhängig und ändert 
sich natürlich mit diesem ; man nennt diesen Ausdruck das 

„Trägheitsmoment" des Körpers und bezeichnet das- 
-selbe mit J. 

Es ist mithin für den rechteckigen Querschnitt; 
P . 1 = S . J. 

Bezeichnet man den Abstand der entferntesten Faser- 
schicht von der neutralen Achse mit y, so ist die Spannung 
derselben (die gröfste, welche überliaupt im Querschnitte auf- 
tritt) = S . y. 

Es soll aber diese gröfste Spannung, oder was dasselbe 
ist, die zulässige Belastung, welche in einem Teile eines 
Körpers stattfindet, nur ^ bis ^ derjenigen betragen, bei 
welcher die Grenze der vollkommenen Elastizität erreicht 
wird. Bezeichnet man auch hier diese zulässige Belastung 
wieder mit k, so mufs auch 

S . y ^ k, und damit S ^ - sein. 

Setzt man diesen letzten Wert für S in die Formel 
P . 1 = S . J ein, so folgt ; 

P.l = -.J = k.^. 

y s 

Den Ausdruck -, welcher ebenfalls nur von der geometri- 
schen Form des (Querschnittes abhängig ist, nennt man das 
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^Widerstftndsmomeat^ des Qaencbnitte* nod be- 
zeichnet dasselbe mit W: es ist daher 

W = -. 

T 

Man findet demnach das Widerstands' 
moment eines Qnerschni ttes. indem man das 
Trägheitsmoment desselben durch den Ab- 
stand der neutralen Achüe Ton der ent' 
ferntesten Fasersciiicht diridiert. 

Für das Widerstandsn^>3K:Lt einfes lUcfatbdb» enckM 
sich somit z. B.: 

J = ' . . wie TQTSieL^^i i^st^hz^uAeu. Y^nnur 
\z 

in der Mitte der Hoh^ H i^ft*e:Lv?c. li«t, F'>ljdk& 

T= ^,.H — :^ H — -, 

Der BereA^uzz ^izj^ r*csi.':at«*:L huh^A^ if^ijfxj^ ^sm 
einem Ende fest eis^-rsK&i^in :^id ^':l ^cji^*^ EcA: ixrtlk 
eine E[raft P beLäSirH i^i. li^sr: ::x:: rutcr. i»m V'-^r^iViiiwifcft 
die Formel 

P . 1 = — . k. -idir "Ti;* it^Hrrlv»: -A*: 

ZU Grunde. H^entxii d;i^: 

p ' 

W = — ^ '2* I 



* *i 






sowie der An mit "ä'*uw: -uy? ^vi««Ci;t<r uu: \xt^ytnrAr.JMmr 
der Korpir «mi i-ä *iir *»*sr>^ ; vi: itui :%.: i^iv:lu*rti*a 
Tabellem 2nDEiammi=maf^*=^»n vvr'U^ üw XftruKti tii> tn^^cmlÄJi 
Widerstaa^imutmüanr^ irut tu*: ^it^r vsÄt,mittr>?it w*itx?:.m(r ^ni> 
spreeheiufeiL Wvtxlpaxi x^x -mr^i^itu^ «n/t 

zu esSBeimum* 

Ife fu <fer T.meiiÄ in-f ^^r-^ : ^>:> »t 1^ ^tn^^tiM Tt'gr^vc^gL 
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Trägheitsmomente und Widerstandsmomente der gebräu 

liebsten Quersohnittsformen. 



Querschnittsform. 



J. 



W = :^. 

y 




i>~b->i 



hj4 



mSBM 



^ 




'iäfei 



k-A- 



I 
I 

-i. 



-x. 




K--^ >\ 







It-lB-M k-ö-^ \<r-B->i 



b.H« 
12 • 



j^(H'-b»). 



A* 

12- 



A>--a* 



TT . d* TT . r* 



-4- • (ß* 



-d*) = 



B . H« — b . h » 
12 



b.H« 



g-g.(H»-h»). 



6* 



1 A* — a* 



TT . d' ;r . r^ 



32 "" 4 * 
0,0982 d» 



TT 

32 

7t 

4 


D* d* 

• D ■" 
R*-r* 

• R ' 


B. 


H» b . h' 



6.H 



He verBchiedenen Belastunga arten und die aur Berechnung 
der Tragflihigkeit dienenden zugehörigen Formeln. 



Art der Belastung 
und Auflagerung'. 



4Vi — — I 

*---i. >« — i— ■>! 

2 ,.P 2 



■ll 

Jp z 



14—4 



V+4pi-^ 



Zur Berechnung dieat; 



"a.fc 



_P.3.I 

""167F 



P.I 



"4.k 



"ia.k 




i: Art der niilii<«ii[: gmmgjt. d» S 

f imy. 9dkm, «kkHVMt^^ , 

"_ -rOiffiäillTl] 
: ni 1) Tiel&ch BMhr zn toaRCo, wis iblft: 
3) Der Balken ist an einem &Kle tmvaDdelbar befestigt | 
mul in der Mitte bel&stet; in diesem Falle trägt er 
das 2-fache. 

3) Der Balken ist an einem E^de unwandelbar befestigt 
UBd die Last gldchmäfsig über seine ganze Länge 
Terteilt; in diesem Falle tr^ft er ebenfalls das 2-fache. 

4) Der Balken ist an einem Ende unwandelbar befestigt 
und liegt mit dem anderen Ende frei anf; die Last 
greift in der Mitte an. In diesem Falle trägt er das 
"/, -fache. 

5) Der Balken ist an einem Ende unwandelbar befestigt 
und liegt mit dem anderen Ende frei auf; die Last 
ist gleichmäfsig über seine ganze Länge verteilt, In 
diesem Falle trägt er das 8-facbe. 

6) Der Balken liegt mit beiden Enden frei auf; die Last 
greift in der Mitte an ; in diesem Falle trägt er das 
4-faclie. 

7) Der Balken liegt mit beiden Enden frei auf; die Last 
ist gleichmäfsig über seine ganze Lange verteilt; in 
diesem Falle trägt er das S-fache. 

8) Der Balken ist an beiden Enden unwandelbar befestigt, 
die Last greift in der Mitte an ; in diesem Falle trägt 
er ebenfalls das 8-fache. 

9) Der Balken ist an beiden Enden unwandelbar befestigt, 
die Last gleichmäfsig über seine ganze Länge verteilt; 
in diesem Falle trägt er das l2-fache. 

Um bei einem in 2 Punkten unterstützten, irgendwie be- 
lasteten Balken die Last auf einen der beiden Stützpunkte 
zu reduzieren, gelten allgemein folgende Regeln*): 

1) Man reduziert eioe Last auf einen der beiden Stütz- 
punkte, indem man sie mit ihrer Entfernung vom anderen 
Stützpunkte multipliziert und das erhaltene Produkt durch die 
ganze Entfernung der beiden Stützpunkte dividiert. 

2) Um eine Last von ihrem urapriinglichen Angriffspunkte 
nach einem beliebigen anderen zu verlegen, ist zu berück- 
sichtigen, dafa stets „Kraft mal Hebelarm gleich Last mal 
Hebelarm" sein mufs. 

;i) Die Entfernung des Bruchpunktes von einem der beiden 
Stutzpunkte ist gleich dem Produkte aus der Entfernung der 
beidtiii ilJtUtzpunkte und dem auf den anderen Stützpunkt 

•) Vergl. Kap, VI, VII und VIII.) 



reduzierten Druck, dividiert durch die ganze in Wirksamkeit 
gewesene Last. 



Nach der Tabelle a 

™--„ 

2) Wie grofs ist das WiderBtBndamoniBnt e 
(j cm DurclimfiBser ? 
Nach der Tabelle auf Seite 162) ist: 
^ 71. rs 3,14.3.3.3 



r runden EiseDstange 



■1,19.'). 

3) Welches Widei'standamnment besitzt ein l-Eiaen, wenn die Ab- 
nieasuiigen desaelben, entsprechend den Buchstaben der Skizze in der 
Tabelle auf Seite 162). wie folgt gewählt werden? 

H = 3ü um; B = 12,5 cm; h = 215 um; b = 10 cm. 
Nach der genannten Tabelle erhält man: 

^_B H»-h h'_1^5 30=-I0 n'_,,,. 



t,H 



ö 30 " 



i) Ein an e nein Ende eingemauerter und an dem anderen Ende 
mit einer Laut P heanspruchtei hoUerner Balken von 40ü cm I^uge 
besitzt einen Qaerschnitt von H = 20 cm Hohe und b = 15 cm Breite, 
Wie groi*8 ist die Tragfähigkeit dieses Balkens d h wieviel kg darf die 
Laet t bei genügen 1er Sicherheit betragen i' (k:=öO) 

Das WidPmtandamoment dieses tiuersi,hoitlea ist bereits in Bei- 
spiel 1) zu W^ IWIO hBrochnet 

Aus Formel 1 '!!) lolgt demnach 1 



1 



400 



5) Wie grofa darf die Last P an 
werden, wenn derselbe nur 2äO cm lang i 
Ans Formel IS'J) ergiebt sich: 

_ W . k 1000 . 80 



freien Ende dieses Balkens 



320 kg. *) 

Beispiel 4} zu tragen, 



6) Welche Last P vermag der Balken t 
wenn seine Höhe H nur 15 cm beträgt? 

Das Widerstandsmoment berechnet eich nach der Tabelle aaf 
Seite lii'2), da der Querschnitt des Balkens jetzt ein Quadrat ist, zu 



*) Man eialeht aus diesen beiden Beispielen, dafs der Balken u 
Bomehr zu tragen vermag, je kürzer er unter sonst gleicheti Umständen 

*•) Aus dieaem Beispiel geht im Vergleich mit Beispiel 4) ganz 
deutlich hervor, wie sehr die Tra.gfähigkeit eines Balkens abnimmt, ' 
seine Höhe verringert wird. 



^^Bn 
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7) Ein Balken km Eictwitwk tod rechtocldgem Qnerechnitt. deum 

.) b^l5 cm betiigt, Ut an einem Ende eiog^inauert nnd m i 

anderen mit P = 2f<0 bft belaitet. Die LÄnge des Balkens sei 1 = 2lNI cn. 1 
Welche Böhe h erhalt die»er Balken? (k = 8U.) 

Die Höhe des Balkens Uftl sich diu- ans dem Widerstandsmomenle i| 
desselben berechnen. 

Nach Formel 128) ist: W = ^; nacli Tabelle an! SeiU 1 
W^:— ^^ — ; mithin mnfs -^^— —-aein. Hier&na folgt; 
H' =i " ' ■- und damit 

8j Welche Höhe H mnfste der Balken ai 
wenn die Last P = 2&0 kg gleicbmäfsig über i 
teilt «äre? 

Dem Belastnogsbll 3) in der Tabelle auf Seite 163) ei 
ist hier P.l = 2.W.k. Hieraus ergiebt sich: 

W= ' =— ^- — und dajnit 

] Wie weit kann ein an einem Ende fest eingespannter Bchmiede- 

r I- Träger frei ausladen, wenn die Belastung am freien finde 

= 2400 kg ist, nnd wenn der Träger entsprechend der Skizze in der 

Tabelle auf Seite 162) folgende Abraessnngen erhält: B = 9 cm;F 

" ■ im; b=17,e cm? (k = 700.) 

1 Widerstandsmoment berechnet sieb zu: 

,^_B.H'-b.h'_ 9.20'-6.1.17.6» _^,^ 
6.H ~ 6.20 — «'^. 

damit folgt aus Formel 131); 

_ ^-fe _ ?i^j^ 
~ P ~ 2iU0 
10) Ein schmiede eisern er Träger von rechteckigem Qaeraebnitt, 
welcher an einem Ende fest eingespannt ist und am anderen eine la^ 
von 2000 kg tragen soll, ist teu berechnen. Die Lange des Trt^ers i"l 
= 180 cm; die Breite verhält sich zur Höhe wie I : 3. Weltie Ab- 
messungen mufs man dem Träger geben? 
^^^ Die AbroesBungen lassen sich nur aas dem Wideratandsmomenle be- 

^^H stimmen. Dasselbe ist nach der Tabelle auf Seit« 162): 

^H W = ^-^. Da nun b = 5 sein soll, so wird 



I 



= 67,6 c 



Wi=-=- .-77-^ -jt:- Damit ergiebt sich aas Formel 1 



Folglich: H' — ^^--uad 



Da h ^= — war, so wird jetst l 



20,5 
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1) Wie grofs ist die Kelaatung eines Trägers von I-förmigem 
Mnchnilt, wenn dessen Abmessungen,' der Skizze auf Seite 1G2] ent- 
)rechend, wie folgt Rewäblt werden: H = 30 cm; B == 12,5 cm; 
= 10 cm und h = 'J6 cm. Der Träger liegt an beiden Enden frei 
jf, die Last ist g-leichmäfsig über seine ganze Länge verteilt und die 
ntfernung der UnterBtiit>:ungoponktB = 2in = 200cni? (k = 500.) 

Da» WiderBtandsmoracni des Trägers ist bereits in Beispiel 3) su 
'■ = 898,5 berecbnet. Dem gegebenen Belaatungsfall 7, Seite 163) ent- 
ireohend ist 




ir Träger des vorigen Beispieles ku tragen, 
ann die Last P in der Witte des Trägers angreift? 

Da für diesen Belastungsfall -^ 6, Seite 163) -^ P . 1 = 4 . W . k, 
BO nur Halb so grofs als im vorigen Beispiele ist, so wird: 

lä) Welchen Durchmeaser d erhält ein Bclimiedeeiaerner, U cm 
nger kurbelzapfen einer Dampfmaachine von D =^ 30 cm Cylinder- 
irchmesser, wenn die Dampfspannung im Cylinder 4 Ätm. beträgt? 

Nimmt man den ungünstigsten Fall an, daCs der Druck nicht gleich- 
äfsig verteilt, sondern am änfaersien Ende des Zapfens tbätig ist, so 
Tecbnet sich derselbe entaprecbend dem Belastungsfall 1, Seite 163) 
icb der Formel 

P .l^^W.k, 
sfiir der Druck auf den KurbelzBpfen gleich dem Gesamtdrucke des 
ampfea auf den Kolben, d. i. 

„_».D" ,_3.U.30.30 ,_„.,.,„.,_,,._. 



r 



W= '- and k^ 600 kg gegeben aind. 

Werte in die Gleichung P . 1 = W . k eingesetzt, folgt : 
2836.11 = ^.;— .600. 
2826.11.32 .„„ 



d' = - 



3,14.600 



d = 1/528 = 8,1 cm =81 mn: 
14) Eine Welle, welche in den 2 m = 200 cm ■ 
•nten Punkten A und B gelagert ist, trägt in einer Entfernung = 80 cm 
m Stützpunkte B eine Last von 300U kg. Welchen Druck erleiden 
) Lagerstellen A und B; wie stark müssen die Zapfen genommen 
irden, und welchen Durchmesaer erhalt die Welle am Aufbängep unkte 
r Last, ohne Berück aichtigung des Eigengewichte e ? 
Ala Druck in den Stützpunkten erhält man: 

•) Vargl. Seite 77, Beispiel 4). 
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Zur Beatimmung der Stärke des Zapfens in A nimmt miin den 
ungiinetigaten Fnll an, dafa die Kraft am äufseraten Ende des Zapfen» 
wirkt und diesen auf Biegung beansprucht. Für diesen ßelaHtnngsfall 
gilt die Gleichung: 

P . i = W . k. 

Verhalt sicli femer der DuruhtneBser des Zapfens zur Länge det- 
aelben \ ' ' ' ' ■ ■ ■ ■ -"" ■ > 




1200.1.32- 
^ 1900 .32 _! 
" 3 ,14 . m > ' A 
A = t/30,&7 = 5,5 cm = 55 mm. 
Als Durchmesser des Zapfens in B erhält man: 

^^ 3:i4:6öö-d7^^'^'^^-''^ = ^^- 

dl = 1/46 = 6,8 cm = 68 mm. 
Für den Durchmesser dj der Welle im Aufhängepunkte der Lsst 
ergiebt sich aus der Uleiohung: 
P.l= W.k 

1800.80 = ^^^.600. 

\pr\r\ Hn t) 



3,14.600 
d = l ^4ib = JTi cm =! ."i mm 
Ubniigsbeiiplele: 

1) Ein Holzbalken \Qn rechteckigem Querschnitt, dessen Breif« 
300 mm und deaaen Hohe 240 mm hetragt, ist an einem Ende feet ein 
gespannt. Wie grofa darf eine am freien Ende wirkende Last P werden 
wenn der Balken 1,8 m lang ist' nt = 70) 

Losung. P = 747 kg. 

2) Weluhe gleichmäfsig verteilte Belastung P kann derselbe Balken 
tragen? 

Lösung: P = 1494 kg, 

3) Welche Last P kann ein Holzbalken in der Mitte tragen, wenn 
derselbe mit seinen Enden frei autliegt, eine Länge von 3000 mm nn^ . 
einen rechteckigen Querschnitt von b = 180 mm und H = 240 mm bo- 
Bvtzt? (k = 70.) 

Losung: P = 16I3 kg. 

4) Welche gleiohmäfBig verteilte Last trägt derselbe Balken, wenn 
er mit beiden Enden fest eingespannt ist? (Belflstungsfall 9, Seite 163.) 

Lösung: P = 4a39 kg. 

5) Welchen Durchmesser mufs eine runde schmiedeeiserne Stange 
von 2 m Länge erhalten, wenn dieselbe an einem Ende eingemauert und 
Hm anderen freien Ende mit löOn kg belastet ist? (k = 750.) 

Lösung: d = 16 cm (abgerundet). 
Ö) Wie grofs wird der Durchmesser d eines aohmiedeeiaernen 
Zapfens, dessen Länge 1=:1,5 d ist, unter der Annahme, dafa der Zapfen- 
druck P = 30110 kg in der Mitte dea Zapfens angreift? (k = 500,) 
Lösung: d = eH mm (abgerundet). 
7) Ein LTrSger besitzt folgende Abmeasungenr B = 10 cm; 

; b = ö cm; h = 21 em. Er liegt an beiden Enden frei auf " 
1 lang. Wie grofa kann eine ü\>«v den TÄ^et ^ä-^tobS««^^ 
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»erteilte Last werden, wenn der Träger a) aua Schmiede eisen (k^iüO)^ 
b) BUS Gofteisen (k = aOit| hergeal^Ut ist? 

LÖBung: a) P = fil72 'kg; h) P ^ 30(i8,8 kg. 
81 Welche Laat kann derselbe Träger in der Mitte seiner lÄnge 
tragen? 

Loaung; a) P = 25e6 k?; b) P= 1034,4 kg. 

9) Ein on beiden Enden frei aufliegender Eclimiedeeiaemer Träger 
hat eine gleichmäTBig verteilte Last von P-=13fjOO kg zu tragen. Die 
Länge sei 1 ^ 25(10 mm. Wieviel EiBenbahnsehienen, deren Widerstande- 
inomeDt W = 140 i«t, können dieien Träger ersetzeD? (k=:750.) 

Lösung: 4 Stück. 

10) Eine G m lange, mit beiden Enden frei aufliegende gnfseiserne- 
Eöhre Ton 300 mm äufseretn DurchmesBer und 'S» mm Wandstärke soll 
in der Mitte belastet werden. Wie grofs darf diese Belastung s 
(k = 30ü.) 

Lösung: P = 3I28 kg. 

11) Welche gleichmälaig verteilte Last kann ein an beiden Enden 
fcrt eingeraauerler guiseiserner Träger von hohlem, rechteckigem Que 
«ctmitt tragen, wenn derselbe 2,b m lang iat nnd folgende Abmeaaangea 
besifat: B = 20 em; H = 70 cm; b = 15 cm; h = Pa cm? Ck = 4rjo.) 

Lösung: P = ia5 280 kg. 
13) An die Stelle einer gebrochenen schmiedeeisernen Achse, welch» 
einen quadratischen Quereehnitt von A = 10 cm Seitenlange besafs, soll 
Bne runde schmiedeeiserne Ächae treten, welche dreifache Sicherheit 
gegenüber der quadratischen Achse bietet. Weichen Durchm 
■rtUt die runde Achse? 
^^r Lösung*): d = 17,2 cm. 



5) Torsions- oder Drehiiiigsfestigkeit. 



Zapfen und Wellen werden durch angehängte Lasten - 
fiäder, Eiemenscheiben u, s. w. — nicht nur auf Biegui 

(beansprucht, sondern es haben die hierbei thätigen Kräfte 
auch das Beatreben, die beanspruchte Welle um ihre Achse 
I ^ verdrehen. Es werden daher die Längsfasem, welche 
j sprünglich geradlinig waren, eine schraubenförmig gewundene 
' I'orm annehmen, wobei die äufaeren Fasern gestreckt, die 
inneren dagegen verkürzt werden. 

Dia Widerstandsfähigkeit gegen das Verdrehen nimmt im 
lUgemeinen mit der Gröl'se des Querschnittes zu; jedoch nimmt 
^ Drehungafestigkeit eines kreisförmigen Querschnittes, 
Dicht nur wie bei der Biegungs- Festigkeit, im direkten Ver- 
Dältnis zur Gröfse des Querschnittes zu, sondern sie wächst 
^'t tier 3^° Potenz des Halbmessers oder Durchmeasers der 
^lasteten Welle. 

Der Widerstand der einzelnen Fasern gegen das Ver- 
gehen ist aber verschieden, je nachdem ihr Abstand von der 
ellenmitte gröfaer oder kleiner ist. 



V, 



■) Die Widerstandsmomente müssen gleich st 
'"Sdrsfiscfteo AcJjse gejit bei der runden Ac\iBe \v\iev 



Daa k der 



— no - 

Bezeichnet d den Darcbmesser der Welle, 
EDtfeTDDDg der änTsersten Faser Tom Mittelpttntte = 7i; 
die der innersten Faser aber = Nall. Nimmt man als 
JUittelwert den gemciDschaftlichen Abstand sämtlicher Faaem 
vom Mittelpunkte ^ j an, und setzt man die zulässige Be- 
lastung der Fasern pro qcm = k. so ist der Widerstand da 
ganzen Querschnittes gegen das Verdrehen ^ F . k ^ ~~r~ ■ ''' 
mithin das statische Moment desselben 

__.T.d' . d_.-r.d^ . 

" 4 ■'^ ■ 4 ~ 1"6 ■ *'■ 
Nun wirkt aber die Kraft P stets an einem bestiromten 
Hebelarme (am Umfange eines Bades oder einer Riemen- 
echeibe u. s. w.J; es mufs daher das statische Moment 
dieser Kraft gleich dem obigen Momente gegen das 
Verdrehen sein. 

Bezeichnet man den Hebelarm der Kraft P 
Bo folgt; 

P . R = ^g-* . k und hieraus : 

P^'t^'r" «) 

K-T^-P- 1") 

d, r^I^ 134) 

Als zulässige Belastung pro qcm ist für k zu setzen bei 

Schmiedeeisen: k ^ 500 — ÖOO kg. 
Gufseisen : k = 250 — 300 „ 

Holz: k= 80 — 100 „ 

Gufsstählernen "Wellen kann man das 0,8 -fache des 

Durchmeaaers von gleich beanspruchten achmiedeeiaernen 

Wellen geben. 

Bei langen Transmissionswellen soll die Verdrehung der 

Welle pro laufenden Meter | Grad nicht überschreiten 

erhält man mit Rücksicht hierauf passende Durchmesser, wenn 

man setzt: 

Für achmiedeeis. Wellen: d = 2,32 I^PTR = 12 [/| . . . 135) 

„ gufseiserne „ : d = 2,76 i/pTR=14,H/| . . . 136) 

worin N die Anzahl der zu übertragenden Pferdeatärkeu, 
die Anzahl der Umdrehungen pro Minute bezeichnet und R 
in Metern einzusetzen ist. 
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Beispiele; 
1) Eine runde Bahmiedeeiserne Welle von 5 
ireh eine Kraft P, welche an einem Hebelarme R 
rehnng beansprucht. Wie grofs kann P werden, 
inommen wird? 

Aue Formel 132) folgt: 

" ' 3.14.5.5.' -'■ 



1 Darchmesger wird 
■ 65 cm angreift, auf 
enn k = UOO kg an- 



P = 



16. B 



tl.6i> 



326.5 kg- 



2) Eine achmie de eiserne Welle von kreiatorinigera Querschnitt und 
m Länge wird durch eine Kraft von 300 kg, welche an einem Hebel- 
me von 60 cm Länge ansreift, auf Drehung beansprucht. Welchen 
orchmeBBer mufs diese Welle erhalten, wenn die zuläasige Belastung k 
. 500 kg angenommen wird? 

Nach Formel 134) ist: 



>/"l6.P.B 



r k ■*'' r 500 



= L7.3,3=. 

Soll Hnf die Verdrehang ßücksieht genommen werden, so wird 
Wh Formel 135); ^^__^ 

^^L d = 2,32 . i/P7R = 2,32 . |/ ^mo'.'Öß- 

^^B d = 2,3^ . [/"Tp = 2,32 . 3,7. 

^^1 d ^ 6,6 cm = 86 mm. 

3) An welchem Radhalbmeaaer E kann eine Kraft von 1000 kg 
igreifen, wenn an einer auf Drehung boanapruohten, runden schmiede- 
eernen "Welle von 7 cm Durchmesser eine zulässige Belastung von 
= 550 kg gestattet ist? 

Aus Formel 133) ergiebt sich: 

rr.d'.k .M4. 7 . 7. 7. 550 
^ = -iüTp- = TeTlööö = 37 cm = 3 -0 mn,. 

4) An den Enden einer an zwei Stellen gelagerten Behmiede- 
sernen Welle sitzen zwei Riemenacbeiben von den Halbmeasern R, ^ 6U cm 
id r = 20 cm. Am Umfange der letzteren wirkt eine Kraft P = 150 kg, 
elohe von der erstereu Scheibe aufgenommen und an irgend eine 
aeohine abgegeben wird. Welchen Durchraeaaer muft diese Welle er- 
ilten, wenn auf die Verdrehung keine Rücksicht genommen wird? 

Ea iat hier gleichgültig, welchea der beiden Drehmomente zur An- 
Bildung kommt, da für den Zustand des Qleichgewiehtes das Moment 
tr Eraft gleich dem Momente der Laat sein mufs. 

Es ist daher; P . R = Q . R = 150 . 20 = 30(10. Fulglich nach 
»noel 134}, wenn k= 500 angenommen wird: 



^=y'^.i^-v^ 



3001) 



5) Wie grofs wird der Durchmeaaer einer gofaei 
eaelbe 27 Pferdestärken bei 90 Umdrehungen ir 
ogen soll? 

Aus Formel 136j folgt: 



') Vergl. Seite tö und U). 




Cbonssbelsplcle: 

1) Weluhrn BarcbmesBer d erhält eine achmiedeeiBenie niiideWt__„ 
wekhe bei 100 ITmdrehungea in der Minute 16 PferdeatJirken übef- 
trsgen soll? 

I,Ö5Briir: d^TGinDi. 

2) Welche Kraft I' in kg kann eine gursfiserne "Welle von l'")0 
Uurcbmeiser übertragen, weun die Kraft an einer Riemenecheibe 
100 cm DurchmeBger wirkt und auf die Verdrehung der Welle keine 
Eückaioht genommen werden soll? {k 1 300.) 

Lösung : P = J77 kg. 

3) Welchen Dorchmeaier d muC» eine runde schmiedeeiserne Welle 
erhallen, wenn dieselbe durch ein Zahnrad von 65 cm Halbmesser mit 
&00 kg Zahndruck in Umdrehung versetzt wird? (k = 500-) 

Lösung: d^69niin. 

4) Wie groCs wird der DorchmeaBer der Bchraiedeeisernen Korbel- 
welle einer Winde, wenn die Handkurbel 400 mm lang ist und 
gelben 2 Arbeiter mit je lä kg wirken? (k = tiOO.) 

Losung: d ^ !J2 mm. 



Ist das drehende Moment P . K oder der Quotient 
bekannt, so kann man sich mit Vorteil 



n Umdrehangszahl 

zur Bclinellen' und angenäherten Bestimmung der Wellendurül- 

inesser der folgenden Tabelle bedienen. 

Tabelle der Durotimesaer d sehmiedeeiBerner TransniisBioi«- 
wellen, berechnet nach der Formel: 



32]/? 



'■Vi- 



d 


P.B 


N 


d 


P.K 


N 


d 


P.R 


N 


3,0 


2,M 


0,004 


9,0 


226 


0,32 


15 


1740 


2.« 


:i,5 


5,1 


0,007 


9,5 


280 


0,39 


16 


2253 


3,1« 


4,0 


8,8 


0,012 


10,0 


344 


0,48 


17 


2871 


m 


4.li 


14,1 


0,020 


10,5 


418 


0.5S 


18 


3608 


ftt* 


S,0 


ai,ö 


0,030 


11,0 


503 


0,71 


19 


4179 


6^ 


5,5 


31,5 


0,044 


11,5 


601 


0,S4 


20 


5499 


7,7a 


6,0 


^4,5 


0,063 


12,0 


TIS 


1,00 


21 


6685 


9,3b 


6.B 


61,4 


o,om 


IL',5 


839 


1,17 


22 


8239 


11,3 


7,0 


82,5 


0,116 


13,1) 


982 


1,-37 


23 


9619 


fifl 


7,5 


109 


0,152 


13,5 


1142 


1,63 


24 


11144 


16,0 


fi,0 


141 


0,196 


14,0 


1320 


1,88 


26 


13i23 


1«,B 


8,5 


179 


0,251 


14,5 


1519 


2.13 


26 


15707 


22.1 



Der Durchmesser der Welle 
Tabelle ohne weiteres, wie folgt, zv 



«US Ubungsbeispiel 1) ist aas diertf 
entnehmen; Der Quotient — wird = 



= 0,160. Diesem Werte liegt in der Tabelle der Wert 0,15'J ""^ 
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hsteii, und entapritht dem letzteren ein "W eilend uruhmeaser d = 7,5 cm 
'5 mm. Die Aufgabe verlangt 76 mm. 

Ist wie in Beispiel 2) das Drehungsmoment P . R = 300 . 0,6 = 180 
annt, bo giebt die Tabelle als nächstliegendes Drehmoment den 
rt 179 an, welchem ein Wellendurchmesser von d ^ 8,5 oro = 85 mm 
spricht. Die Äufifabe vtriangt 8Ö mm. 

Um bei gegebenen Transmissions-WellendurchmeBsern die 
'orderlichen Lagerentfernungen zu kennen, bedient man sich 
gender Tabelle, in welcher d den Wellendurchmesser in 
und 1 die zulässige weiteste Entfernung zweier Lager- 
tten, ebenfalls iu mm. bezeichnet: 



I 1800 I 1900 I 2000 2100 2300 2300 2400 2500 



Demnaoli mürste eine Welle von z. B. 
tfemuDg von 2100 mm gelagert werden 
rchmesser vielleiclit in einer Entfernung v 



I mm Durchmesser ir 
eine solche von IC 
1 2450 mm u. s. w. 



Um bei Transmiaaioua-Änlagen nicht zu grofse Wellen- 
irkea zu erhalten, wird man gut thun, die Umdrehungszahl 
r Wellen möglichst grofs zu nehmen. Erfordern die zu 
treibenden Arbeitsmaschinen keine bedeutenden Gesehwindig- 
iten, so kann man die Hauptwellenleitung etwa 100 — lf)0 
mdrehungen machen lassen, für den Betrieb schnell laufender 
rbeitamaachiuen — Holzbearbeitungsmaschinen — kann die 
ellenleitung 250 — 350 Umdrehungen machen. 

Bei langen W eile nlei tun gen ist in den meisten Fällen am 
ide weniger Kraft zu übertragen und können deshalb die 
üten Wellenstücke schwächer gehalten werden. Z, B.: Eine 
ellenleitung macht 120 TJmdrehungeu in der Minute und 
id im Ganzen 60 Pferdestärken zu übertragen; von diesen 
Pferdestäi'ken werden am Anfang 80, in der Mitte 10 und 
I Ende 20 Pferdestärken abgegeben. Alsdann wird das erste 
eilenstück auf 60, das zweite auf 10 + 20, und das letzte 
^ 20 Pferdestärken berechnet. 

Bei Herstellung eines derartigen Wellenstranges von ver- 
liedenen Durchmessern der Wellen, werden die Kupplungen 
"artig ausgeführt, dafs entweder die eine Hälfte nach der 
fkeren, die andere nach der schwächeren Welle ausgebohrt 
'd, oder man dreht das Ende der stärkeren Welle auf den 
irchmesser der schwächeren A n seh tu fs welle, um einfache 
ipplungen verwenden zu können. Die Kupplungen sind 
gUchst dicht bei den Lagerstellen anzubringen. 




* 
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Nennsehntes Kapitel. 
Mechanische Arbeit. 

1) Arbeit im AllErefneiD«n. 

Wird irgend tin Widerstand durch den Zug oder den Druck 
einer Kraft anf einem bestimmten Wege überwunden, so wirf 
durch diese Kraft eine gewisse Arbeit verrichtet, welche 
mechanische Arbeit genannt wird. 

Beim Heben von Lasten auf gewisse Höhen, beim Fort- 
schaffen von Lasten auf Strafsen, Eisenbahnen, Flüssen, bei 
Überwindung der Reibung, beim Bearbeiten von Metallen, 
Hölzern u. s, w. wird mechanische Arbeit geleistet. 

Der Widerstand selbst kann durch eine Kraft ersetzt 
werden, welche diesem Widerstände gleicli ist, aber in ent- 
gegengesetzter Richtung wirkt. Die Richtung des Wider- 
standes und die Richtung seines Weges fallen alsdann in eine 
gerade Linie zusammen. 

Bringen irgend zwei Kräfte die gleiche Wirkung aaf 
einen Körper hervor, d, h. üben die Kräfte denselben Zag 
oder denselben Druck aus, so können trotzdem ihre Leistungen 
in der nämlichen Zeit sehr verschieden sein. 

Wird durch die eine Kraft der Korper auf die doppelte 
Höhe gehoben oder legt der Körper infolge der Einwirkung 
dieser Kraft den doppelten Weg zurück, so wird auch die 
Wirkung oder Leistung dieser Kraft doppelt so grofs sein, 
als die Leistung der anderen. 

Oder soll z. B. durch dieselbe Kraft vermittelst ein und 
derselben Pumpe doppelt so viel Wasser gefördert werden, 
so mufs der Kolben der Pumpe auch den doppelten W^ 
zurücklegen, d. h. der Kolben mufs den doppelten Hub machen, 
um die zweifache Arbeit zu verrichten. 

Soll mithin die Leistung oder die Arbeit einer Ktuft 
bestimmt werden, so ist aufser der ßröfse dieser Kraft auch 
noch der Weg, auf welchem sie thätig war oder einen Wider- 
stand überwunden hat, in Rechnung zu bringen. 

Bei stets gleichbleibendem Widerstände ist die Arbeit 
sowohl diesem Widerstände als auch dem von demselben zurGok- 
gelegten Wege direkt proportional, d. h. ist die Wirkung 
einer Kraft von 10 kg auf einem Wege von 1 m = 10 . 1 = l^^i 

BO ist die Wirkung 
einer Kraft von 20 kg auf einem Wege von 2 ra = 20 . 2 =*iOt 
10 „ „ „ „ „ 3 „ = 10.3=3(^ 
20 „ „ „ ,. „ 3 „ =20.3 = &i, 
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Die LeistuDg oder Arbeit einer Kraft wird stets 
irch das Produkt aus Kraft und Weg ausgedrückt, 
id wächst daher mit der Kraft und dem Wege zugleich. 

Die Arbeit bleibt dieselbe, gleichviel ob sie in kürzerer 
er längerer Zeit verrichtet wurde. 

Gleiche mechanische Arbeiten werden verrichtet, 
inii z, B. 4 kg zugleich oder 4 mal je 1 kg auf 1 ra Höhe 
hoben werden, oder wenn 1 kg auf 4 in Höhe oder ] kg 
mal auf 1 m Höhe gehoben wird, denn in jedem dieser 
ille sind die Produkte aus Kraft und Weg ein- 
ider gleich. 

um die beiden Faktoren der Arbeit — Kraft und Weg 
- in Zahlen auszudrücken, kann man sich beliebiger Ein- 
iiten: des Kilogramms, des Pfundes, Meters, Fufses u. a. w. 
idienen. 

Allgemein gebraucht man jedoch das Kilogramm als 
rafteiuheit und das Meter als Wegeinheit. 

Die Arbeit, welche eine Kraft von 1 kg auf eiuem Wege 
In 1 m Länge verrichtet, nimmt man in der Mechanik all- 
aiiein als Einheit der mechanischen Arbeit an; 
ieselbe wird „Kilogramm- Meter oder auch Meter- 
kilogramm" genannt und kgm geschrieben. 

Unter einer Arbeit von 80 kgm ist daher die Wirkung 
1 verstehen, welche durch eine Kraft von 

80 kg auf einer Weglänge von 1 m 

oder von 1 „ ,. „ ,. „ 80 „ 

. ,, 20 ,. ,. „■ . ., i r 

„ 40 ,. ,. „ ^ „ 2 „ u. B. w. 

ervorgebracht wurde. 

Wird das Pfund als Krafteinbeit und der Fufs als Weg- 
inheit angenommen, so heifst das MaCs der verrichteten 
lechanischen Arbeit „Fufspfund". 

Bezeichnet man den Zug oder den Druck, welcher durch 
me Kraft auf einen Körper ausgeübt wird mit P, den Weg, 
if welchem diese Kraft thätig ist oder einen Widerstand 
Iwrwindet mit s, und die mechanische Arbeit, welche hier- 
61 verrichtet wird mit A, so ist: 

A= Kraft mal Weg = P . a 137) 

woraus folgt : P = 138) 

und s=p 139) 

-Will man an Stelle des Weges, welchen die Kraft zurück- 
gt, die Geschwindigkeit treten lassen, mit welcher sich der 
Örper unter dem Einflüsse der Kraft bewegt, so ist zu be- 
cksichtigen, dafs für die Zeiteinheit — eine Sekunde — 
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der zurückgelegte Weg s gleich der Geschwindigkeit 

Seite bG) ist, iiiithin die in einer Sekunde verrichtete Ar) 

A = P. V. 1 ^P.v wird 140) 
Demnach ist für t Sekunden ; A^^P.v.t 141) 

^ woraus folgt: P = -— ^ 143) 

v==^ -143) 

t==p-, 144) 

Beispiele: 

n Welche Arbeit ist erforderlich, tini eine Last von IL'OLI kg auf 
3 Höhe von 9 ra zu heben? 
Nach Formel i;^7) iet : 

A =P.a= 1200.9=10000 kgm. 

2) Durch einen Eraftmeager hat man beöhnohtet, dafa die Zugknifl 
s Pferdes anf horizontaler Bahn 1)5 kg beträgt. Welche Arbeit ^■t^ 

richtet daa Pferd, wenn ea 7500 m ziehend zurücklegt? 
Aus Formel 137) folgt: 

A = P . a = 65 . 7600 = ^87 50U kgm. 

3) Wek'he Arbeit wird vnn einem Hammer verrichtet, weicher ein 
Gewicht von 90 kg und eine Hubhöhe von 0,ü m hat? 

Aus Formel 137) erhält mau: 

A = P . a = 90 . 0,5 = ■!& kgm. 

4) Welche Last kann durch einen Fahrstuhl befördert werden, 
wenn derselbe durch eine Arlieitaleiatnug von 1300 kgm auf eine Höbe 
von 30 ra Behoben werden soll? 

Aus Formel lä8) erhält man: 

5) Welche Arbeit wird Terrichtet. wenn 10 Hektoliter GelrBide 
drei Stockwerke hoch gehoben, werden? Em Hektoliter Getreide wiege 
durchschnittlich 8Ü kg und jedes Stockwerk aei 4 m hoch. 

Nach Formel 167) ist: 

A = P.B = I0.80.3.4 = 9600 kgm. 
G) Auf welche Höhe kann eine Last von lOUO kg durah Öa» 
Arbeitsleistung von 1200Ü kgm gehoben werden? 
Nach Formel 139J folgt: 

A_mH)_ 

P 1000 ■ 

7) Ein Wagen von 1200 kg Gewicht soll mit einer GeschwindiitliEit 
von 1,5 m in der Sekunde fortbewegt werden. Welche mechanische Arbsl 
ist hierzu erforderlich? 

Nach Formel IJO) ist: 

A -= P . V = 1200 . 1,5 = 1800 kgm. 

8) Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich ein Körper, wenn •■" 
demselben durch eine Kraft von 12ä kg während einer Zeit von lO °^ 
künden eine Arbeit von 15000 kgm verrichtet wird? 

Nach Formel 14,S) erhalt man: 

= ^ _ J soon ^ 

*'~P.t ~T25,10 ~ ■ " 
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(BPftAuf welch G Weßlänge kann ein Wagen iluruli •■ine Arbeitsleistung 
i- 1500 kgm fortg-ezügpn werden, wenn dieser Fortbewegung ein 
lierstand von 75 kar antgegeDtritf? 
Nach Formel 1,S9) erhält man: 

Am» 

P 75 

10) Durch einen Arbeiter soll Erde mit einer Schaufel auf eine 

tiere Höhe «On ],3 m geworfen werden. Wieviel Erde kann der- 

ae in einer Stande ausheben, wenn die Leistung dea Arbeitera zu 

:gm und daa apezifische Gewicht der Erde zu 1,6 kg angenomraan 

Das Gewicht, welches der Arbeiter pro Sekunda heben kann, ist; 
^=1,54 kg; 
tbin in I Stunde: 

1,51. 60.60 = 50-14 kg. 
1 cbm Erde wiegt aber 1,6 . lOOU = 1600 kg; 
glich wird die Erdmeiige, walehe der Arbeiter in 1 Stunde hebt: 
^5^4 ■, <^ 1 



2) Arbeit iu gegebener Zeit. 

In fast allen Fällen, in denen es sich um die Verrichtung 
ächanischer Arbeit handelt, wird jedoch verlangt, dafs eine 
wisse Arbeit auch in einer bestimmten Zeit verrichtet wird; 
ist daher bei Bestimmung der Wirkungsgrofae auch noch 
G Zeitdauer zu berücksichtigen. Es genügt hierbei die 
rbeit zu kennen, welche in einer Sekunde geleistet wird, 
. man dann auch die Arbeit für jeden anderen Zeitraum 
rechnen kann. 

Die auf eine Sekunde bezogene Arbeit einer Kraft 
nnt man den Effekt derselben. 

Zur Bestimmung der in der Zeiteinheit verrichteten 
ichanischen Arbeit gröfserer Motoren, der Dampf- und 
ösaerkräfte, wendet man in der Kegel eine gröfsere Arbeits- 
iheit an, nämlich 7i) kgm, welche Einheit man = einer 
'erdestärke setzt, nachdem man durch Kraftmessungen 
tgestellt hat, dafs die mittlere Zugkraft eines Pferdes, 
nn es den Tag über S bis 10 Stunden arbeiten und in 
Sekunde einen Weg von l m zurücklegen soll, gleich 
er solchen von 7ä kg ist. 

Soll mithin die in der Zeiteinheit verrichtete mechanische 
'beit in Pferdestärken ausgedrückt wei'den, so ist diese Ar- 
t durch 75 zu dividieren und geht Formel 137) über in: 

A-^ WB) 

Wird die von einer Kraft verrichtete Arbeit auf eine 
]ere Zeit als die Sekunde, z. B. auf die Minute, bezogen. 
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80 ist diese Arbeit stets auf die Zeiteinheit — eine SeknnJ 
— zurückzuführen. Da eine Minute 60 Sekunden hat, gc 
Formel 137) über in: 

A = w '^ 

Soll diese letzte Arbeit in Pferdestärken umgereclme 
werden, so wird entsprechend: 

A — J2~ — —- ülM 

^ 60 . 75 '' 



Tritt eine Kraft in Thätigkeit, so soll gewöhnlich di 
diese Kraft ein derselben entgegentretender Widerstand an 
einem gewissen Wege überwunden werden. Wie schon vor-j 
stehend bemerkt, kann dieser Widerstand durch eine Kraftj 
ersetzt werden, welche demselben gleich aber entgegengesetzt] 
gerichtet ist, wenn ihre Angriffspunkte in eine gerade Linie] 
fallen oder überhaupt gleiche Wege zurückgelegt werden. 

Man erhält mithin auch die Arbeit des Widerstände«, 
wenn man die Gröfse desselben mit seinem vom Angrifffirl 
punkte zurückgelegten Wege multipliziert. 

Da in dem erwähnten Falle der Widerstand bei der 
Wirkung der Kraft denselben Weg zurücklegen mufs, wie 
die Kraft selbst, so mufs auch das Produkt aus Kraft und 
Weg, gleich sein dem Produkte aus Widerstand oder Last 
und Weg. 

Fallen die Angriffspunkte nicht in eine gerade Linie, so 
kann der Widerstand oder die Last — wie z. B. bei Hebe- 
maschinen — bedeutend gröfser sein als die Kraft; es ist 
aber alsdann der Weg, welchen der Widerstand oder die 
Last in derselben Zeit zurücklegt, um so viel mal kleiner, i 
als der Widerstand gröfser ist wie die Kraft. Jedoch mub 
in diesem Falle stets die Arbeit der Kraft, gleich sein der 
Arbeit des Widerstandes oder der Arbeit der Last. 

Dieses Gesetz, welches in der Mechanik von aufserordent- 
lieber Bedeutung ist, findet in folgenden Worten Ausdruck: 

Die Arbeit der bewegenden Kraft ist gleich 
der Arbeit der widerstehenden Kraft; oder: 

Das Produkt aus Kraft und Weg ist gleich 
dem Produkte aus Last oder Widerstand und Weg- 
Bezeichnet man mit 

s den Weg der Kraft P; 

Sj den Weg der Last Q, so ist: 

P . s -= Q . 8, . . . 148> 

woraus folgt: P = ^^^-^ 149) 

s 
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Q = ^- 150) 

8 = ^ 151) 

Si=^ 152) 

Beispiele: 

1) Vermittelst eines Dampf krahnes soll in einer Minute eine Last 
»n 12000 kg auf eine Höhe von 2,5 m gehoben werden; wieviel 
cerdestärken mufs die zum Betriebe des Krahnes erforderliche Dampf- 
&8chine besitzen? 

Nach Formel 137) ist die zu verrichtende Arbeit: 
A = P . 8 = 12000 . 2,5 = 30000 kgm, 
ad die Arbeit in Pferdestärken nach Formel 147): 

2) Durch eine Dampfmaschine sollen in der Stunde 72 cbm Wasser 

af eine Höhe von 50 m gehoben werden. Welche Arbeit mufs die 

[aschine verrichten? 

72 
Vassermenge, welche pro Sekunde gehoben werden soll = = 0,02 cbm. 

Gewicht des Wassers, da 1 cbm = 1000 kg wiegt, = 0,02 . 1000 = 20 kg. 

Mithin nach Formel 137) die zu verrichtende Arbeit: 

A = P . 8 = 20 . 50 = 1000 kgm. 

8) Welche Arbeit erfordert eine einfach wirkende Pumpe zum 
Betriebe, wenn der Kolben 25 Hübe pro Minute macht und bei jedem 
Hube 12 1 Wasser auf eine Höhe von 15 m gehoben werden? 

Die Wassermenge, welche die Pumpe pro Sekunde liefert, ist, da 
1 1 Wasser = 1 kg wiegt: 

60 ~ ^ ^' 
folglich die zum Heben dieser Wassermenge erforderliche Arbeit nach 
Formel 137): 

A = P.s=15.5 = 75 kgm = 1 Pferdestärke. 

4) Bei einer anderen Pumpe sei der Durchmesser des Kolbens 
0,4 m, die Hubhöhe 1,5 m. Das Wasser soll auf eine Höhe von 12 m 
gehoben werden, wobei der Kolben in einer Minute 16 Hübe macht. 
Wie viel Pferdestärken sind zum Betriebe der Pumpe notwendig? 

TT . d^ 3 14 4^ 
Da der Kolben eine Fläche = ^—^ — = ^ — qdcm besitzt, so 

hat das zu hebende Wasserquantum ein Gewicht von: 

^'^^ 'f ' - = 188,4 kg. 

Die bei einem Hube pro Minute zu leistende Arbeit ist mithin nach 
Formel 137): 

A = P . s = 188,4 . 12 = 2260,8 kgm; 

folglich bei 16 Hüben pro Minute: 

2260,8 . 16 = 36172,8 kgm, 

wid somit die Arbeitsleistung in Pferdestärken nach Formel 147): 
^ = ^7^5= ^¥ = '''' Pferdestärken. 

VI* 
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5) Auf d«D Kolben einer DampfoiBSchiiie wirkt ein Dampfdruck 
und 50«X) fcg. Wieviel PferdeMärken liefert die zni^eliorige Hualiiiie, 
ohne Bücksicht auf Reibung, wenn der einfache Kulbenwe^ 0.6 ra be- " 
tragt and die Eorbelwetle 50 L'mdr«hoDgeD pro Hinute macht? 

Es iit der Druck aof den Kolben = nOOO k^ und der Weg im 
Kolbeni pro Sekunde 

2 . 0.6 . 50 , „ 
= ^ = 1 m. (Formel 7.) 

Folglich nach Formel 13T) die zu verrichtende Arbeil: 
A = P . ■ = 5000 . 1 = ÖOOU kgra, 
oder nach Formel 145}: 

5000 



A = --; 



"75 



= 66,6 . . . Pferdestärken. 



fij Auf jedem qcm eines Dampfkolbens. welcher l'JOO qcm Flictie 
hat, lastet ein Druck von 5 kg. Wieviel Pferdestärken liefert die in- 
Keböritfe Maschine ohne Rückaicht auf Bewegungshindernisae, ««im 
der Kolbenhub Q,i m beträgt und die Kurbelwelle -kl UindrehaDj:^ 
pro Uinute macht? 

Der Gesamtdrack auf die Kolbenfläohe beträgt : 
1200 . 5 = mm kg, 

der Weg' des Kolbens pro Sekunde ^ '^^^ ',=-- — 



(Formel".) 



Nach Formet 137) ist demnauh die zu verrichtende Arbeit: 
A = P . a = aw . 1,06 = 6360 kgm oder nach Formel 14b): 
6360 



A = 



75 ■ 



7b 



= 84,8 Pferdestärken. 



7) Eine Dampfmaschine Uesitit einen Kolbendurchmesaer von 300» 
ond einen Kolbenhub von 0,7 in, Dia Kurbelwelle mache 50 UmdrehiuiE«! 
pro Minute und betrage der Dampfdruck auf den Kolben 6 Atmosphären, 
Wie groCs wird die Arbeit dieaer Maschine in Pferdestärken, uhne 
Rücksicht auf Bewegungahindernisse? 

Die Kolbenfläclie ersieht, sich nach der Tabelle im Anhinge bi 
706,86 qcm, mithin wird der Druck auf den Kolben 
= 706,86.6 = 4241,2 kg. 

Der Kolbenweif pro Sekunde wird nach Formel 7) 



2.0,7 



50 



60 



1,17 n 



75 



75 



) Bei • 



einfauh wirkenden Pi 
die Hubhöhe = 1,G 
ffe hoben 



Kolbens 
Höhe 

20 Hübe macht. Wieviel Pferdestärki 
Das zu bebende Wasaerquanti 



.^,14 , 



'. 16 



6,2 Pferdestärken. 

ipe sei der Durohmesser de» 
m. Daa Wasser soll auf eine 

III der Kolben in einer Hiaut« 
sind hierzu erforderlieh? 

it ein Gewiuht von 

: Ui kg. 

u verrichtende Arbeit: 



- =i 17 PterAesläTVen la\>gB\anie'Oi. 
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3) Am Umfange einer Kiemenncheiliö von 0,5 m Halbmesser wirkt 
eine Kraft P = üO kg. Welche Arbeit leistet diese Kraft, -w 
Seheibe in einer Minute 200 Umdrehungen macht? 

Nach Formel 4) ist der Weg der Kraft in einer Seknnde: 
, ;7 . d . n 3.14 . J . 200 



HO 



BO 



- 10,46 n 



Mitlim nach Formel 137) die »errichtete Arbeit; 

A = P . B = 60 . J0,4li = 627,60 kgin, 
I oder nach Formel 145), in Pferdestärken aasgedräckt: 
A = ^'-^ ^^1^ = 8,37 Pferdestärken. 
10) Eine Maschine, weiche eine Pampe treibt, arbeitet mit 10 Pferde- 
Blirken; der Pumpenkolben hat eine Geschwindigkeit von 0,8 m pro 
Sekunde, Wie grofs ist der Druck auf den Kolben? 

Ans Formel 148) erhält man: 
P. a=v Q . B|, oder wenn man die 10 Pferdestärken in fcgm ausdrückt:*) 
10.75. l = q,. 0,8. 
„ 75 . 10 



0,8 



= 937,5 kg. 



11} Ein Riemen überträgt 70 kg Zug. Wie grnf» raufa der Halb- 
messer der zugehörigen Scheibe genommen werden, wenn dieselbe bei 
80 Umdrehungen pro Minute 5 Pferdestärken abgeben soll? 

Bezeichnet man den Halbmesser der Scheibe mit R, so erhält man 
.nach Formel 14ö): 

^^_ P . B = Q . B, oder 

B 6.7S.l_70.=-'»-ä.«-" 



60 



a = 



= 0,639 n 



12) Eine Maschine von 30 Pferdestärken macht 40 Umdrehungen 
in der Üinute. Auf der Kurbelwelle befindet sich eine Biemenscheibe 
Von y m Durchmesser, durch welche eine Tran smissions welle angetrieben 
wird, die 160 Umdrehungen pro Minute mBchen soll. Wie grol'ä * ' 
der Biemenzug. und welchen Durehmeaeer mufa die Scheibe auf i 
TransmisHionswelle erhalten? 

Für den Uiemenzug folgt aus Formel 148): 
^^ P.s^Q.s,; d.h. 

^^ _ (iji,14. a .40 



30 . 75 . 1 



ÖO 



- = 537 kg. 



^^ ^ 3.14. 

Den Durchmesser der Riemenscheibe auf der Tra 
erhält man nach Formel 104) wie folgt: 

Es ist: a . m =1 b . n, oder: 2 . 40 = b . 160; 
mithin: b = 0,5, 

13) !Eine Eisechobelmaschine läuft vorwärts, d. h. wenn der Stahl 
schneidet, mit einer Geschwindigkeit von 20 am ; rückwärts dagegen, 
wenn der Stahl aufser Thätigteit gesetzt ist, mit einer solchen von 35 cm. 
Wenn das Gewicht des Bettes nebat dem Arbeitsstück 1000 kg beträgt, 
nnd der durch das Hobeln hervorgerufene Widerstand zu 400 kg a 
genommen wird, wie grofs ist dann die Arbeit beim Vorgange und beim 






1 Pferdestärke ^ 75 kgm, mithin'. 
JO P/erdestärlten = 75 . 10 = ~W Ugm. 



/ 
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Rückgangfe anter der Voraussetzan^, dafs ein Druck in senkrechter 

Richtung von dem Stahle während seiner Thätigkeit nicht hervorgebracht 

wurde? 

Der Reibangswiderstand des Bettes beim Lehrgange beträgt nach 

Formel 100), wenn der Reibungskoeffizient f zu 0,07 angenommen wird: 

JOOO . 0,07 = 70 kg; 

mithin der Gesamtwiderstand während des Schneidens: 

70 -f 400 = 470 kg. 

Die Arbeit pro Sekunde während des Rückganges ist := 70 . 0,35 = 24,5 kgm; 

„ „ „ , „ Vorganges ist = 470 . 0,2 = 94,0 , 

folglich sind zum Betriebe dieser Maschine erforderlich: 

24 5 
Beim Rückgange -^- = 0,33 Pferdestärken und 

94 
„ Vorgange ■'- = 1,25 Pferdestärken. 

14) Eine Last von 500 kg soll auf eine schiefe Ebene hinaufgezogen 
werden, deren Basis 30 m und deren Höhe 6 m beträgt. Welche Kraft 
ist hierzu erforderlich, wenn dieselbe parallel zur Basis der schiefen 
Ebene gerichtet ist? 

Weg der Kraft P = Basis der schiefen Ebene = 30 m = s; 
„ Last Q = Höhe „ „ „ = 6 m = Si. 

Nach Formel 149) erhält man: 

P = _„._ = _.._ = 100 kg. 

1 5) Durch eine Kraft von 40 kg soll eine Last von 600 kg auf 
eine schiefe Ebene hinaufgezogen werden, deren Höhe 1 m beträgt; die 
Kraft ist parallel zur Länge der schiefen Ebene gerichtet. Welche 
Länge erhält die schiefe Ebene? 

Weg der Kraft P = Länge der schiefen Ebene = s; 

„ „ Last Q = Höhe « „ w =lm = 8i. 

Nach Formel 151) erhält man: 

Q.si 600. 1 ,, 
8= ^ =---_ = 15 m. 

16) Welcher gröfste Druck kann mit einer Schraubenpresse aus- 
geübt werden, wenn die Ganghöhe der Schraube i 3 mm, und die an 
einem 0,4 m lanjo^en Hebelarme angVeifende Kraft 15 kg beträgt? 
Weg der Kraft P = Umfang des Kreises vom Durchmesser d = ^ . d = 9i 

„ „ Last Q= Steigung der Schraube = Si. 

Nach Formel 150) ist: 

M ^ • ** ^^ • '^4 . 0,8 oonü>ic 1 

^ = -8. = —0,013 ■ 2898.46 kg. 

Übnngsbeispiele: 

1) Eine Wassermenge von 500 kg Gewicht hat ein Gefälle voi 
7 m. Welche Arbeit leistet diese Wassermenge? 

Lösung: A = 3500 kgm. 

2) Wie grofs . ist die Arbeit einer Lokomotive, deren Zugkrai 
= 750 kg und deren Geschwindigkeit := 16 m ist? 

Lösung: A = 12000 kgm. 

3) Durch eine Arbeitsleistung von 84 kgm soll ein Wagen, welch 
seiner Fortbewegung einen Widerstand von 40 kg entgegensetzt, foi 
gezogen werden. Mit welcher Geschwindigkeit wird sich der Wagen b 
wegen^ 

Lösung; V = '2.,\ TQ.. 
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4) Durch eine einfach wirkende Pumpe sollen in der Minute 
) Liter Wasser auf eine Höhe von 8 m (rehoben werden. Welche 
beit in Pferdestärken ist hierzu erforderlich? 

Lösung: A = 0,746 Pferdestärken. 

5) Ein Wasserlauf mit einem Gefälle von. 7 m und einer Wasfeer- 
jnge von 24 cbm pro Minute, soll zum Betriebe einer Turbine benützt 
rden. Wie grofs ist die Arbeit der Wasserkraft in Pferdestärken? 

Lösung: A = 37,33 Pferdestärken. 

6) Wieviel Pferdestärken mufs • die Lokomotive eines Eisenbahn- 
yes entwickeln, wenn das Gewicht des Zuges zu 130 Tonnen (1 Tonne 

1000 kg), die Geschwindigkeit zu 12 ta und der gesamte Widerstand 
800 kg angenommen wird? 

Lösung: A = 128. Pferdestärken. 

7) Eine Pumpe, deren Kolbengeschwindiffkeit 0,9 m pro Sekunde 
trägt, wird durch eine Dampfmaschine von 12 Pferdestärken betrieben, 
ie grofs ist der Druck auf den Kolben der Pumpe? 

Lösung : Q = 1000 kg. 

8) Durch eine Dampfmaschine von 20 Pferdestärken soll ver- 
ttelst einer Pumpe Wasser 30 m hoch gehoben werden. Welche 
assermenore kann durch diese Maschine auf die betreffende Höhe be- 
dert werden? 

Lösung : Q = 50 kg = 50 Liter. 

9) Es soll eine Dampfmaschine von 50 Pferdestärken gebaut werden, 
• Kolbenhub betrage 600 mm; die Umdrehungszahl der Kurbel sei 
pro Minute und die mittlere Dampfspannung 6 Atmosphären. Welchen 
rchmesser D mufs der Dampfcylinder erhalten? 

Lösung : D = 22,3 cm. 

10) Durch eine Riemenscheibe von 1,5 m Durchmesser, welche 50 
idrehungen pro Minute macht, wird ein Riemenzug von 120 kg aus- 
ibt. Welche Arbeit in Pferdestärken kann durch diese Riemenscheibe 
ertragen werden? 

Lösung : A = 6,28 Pferdestärken. 

11) Ein Schleifstein von 1,5 m Durchmesser macht 90 Umdrehungen 
) Minute; der durch Anpressen des abzuschleifenden Gegenstandes 
•vorgebrachte Widerstand betrage 30 kg. Wie grofs ist die zum Be- 
3be des Schleifsteines erforderliche Arbeitsleistung? 

Lösung: A = 2,826 Pferdestärken. 

12) Auf der Kurbelwelle einer Dampfmaschine von 40 Pferdestärken 
eine Riemenscheibe von 2 m Durchmesser aufgekeilt/ durch welche 
Riemenzug von 200 kg übertragen werden soll. Wie viel Umdreh- 
yen mufs die Kurbelwelle machen? 

Lösung: 143,3 Umdrehungen. 



3) Arbeit lebender Wesen. 

Das Arbeitsvermögen lebender Wesen ist nicht allein 
i Individuen verschiedener Gattungen, sondern auch bei ^iner 
d derselben Gattung sehr verschieden ; es hängt dasselbe von 
r Konstitution, dem Alter, der Gesundheit, der Nahrung, 
r Gewohnheit u. s. w. ah. Es sind daher bei der Berech- 
ne stets solche Wesen vorausgesetzl, N^Ä^c\i^ öä\i Tsi^Ä^^st^ssN. 






jj^ */ ^"^"^ '^**° Stärkt 

' / yi Temchtende Arbeit gewöhnt sind. 



H- 



'K 



r0:4i' 



und Beheodigkeit besitzen, 



Das Arbeitsvermiigen eines Tieres hängt von der Kraft, 
, ucr Geschwindigkeit ond Arbeitszeit desselben ab, and werclen 
A bei einer mittleren Kraft, Gescbwindigkeit and täg- 
lichen Arbeitszeit am gröfsten ausfallen, 
y "^ jt Je gröfser die Kraft ist, welche ein Geschöpf änsübt, 
'^ X 'J*'^*** kleiner wird die Geschwindigkeit werden, nnd umgekehrt. 
[ Für die Beurteilung der Wirkungen tierischer Motoren ist 

■/j^« 1k-^ die tägliche Leistung von besonderer £edeatung. Ermittelt man 
' ^ dieselbe für die verschiedenen tierischen Kräfte, nnd vergleicht 
sie mit den Kosten, welche durch die Unterhaltung. Verzinsung 
*« tjCi^Dd Amortisation entstehen, so erhält man ein Mafs zur V^r- 
*M ' *t8'^''^^"''^ ^^^ Werte arbeitender Tiere unter einander. 
'^t ^ Die Art und Weise, wie Menschen und Tiere mechanische 

^^ ^A rb eite n verrichten, ist sehr verschieden. Die Menschen rt- 
j^ beiten mit den Händen oder mit den Füfaen, oder mit beiden 
zugleich ; die Tiere nur mit den Fiifsen. 

Wie schon vorstehend gesagt, erreiclit die tägliche Arbeit 

y r~ nur bei Annahme gewisser Mittel werte ihren höclisten 

ij'-Hi^ Betrag, vermindert sich aber sofort, sobald Kraft, Geschwindig- 

H_ ^p't oder Zeit verändert werden, vorausgesetzt, dafa dsa 

2> -J. arbeitende Geschöpf nicht über das gewöhnliche Mafs ange- 

, -J »«^ strengt und ermüdet werde. 

A j^^ t Bei Annahme von ö Stunden mittlerer Arbeitszeit 
V ^^S^ ergeben sich durch Erfahrung die in folgender Tabelle za- 
X *■ sammengestullten Werte für die mittlere Kraft und die mittlere 
Z' «►^y'GeBchwindigkeit, welche den höchsten Werten der täghchen 
'^'v -^Arbeit entsprechen: 






r Arbeit und Bezaichnung 
ea lebenden WeBenB 



Menach beim Zu^ 
am Hebel . 
„ BD der Kurbel 
„ um Göpel . . 
„ „ am Tretrad . 

Dhs Pferd bsitn Zug 



Der Ocbse bein 



Das Uaultier bei[u Zug 



^0~rA ^öT A'shI beim Zug i 




Wagen 
Wagen . 
WBgen 
Wagen . . 



^ t^t^zijydc^ 



^r^cT^wnrr^rjTTTrr^ 









1^ :a^\ 
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Bezeichnet man mit P die mittlere Kraft, mit v die 
■mittlere Geschwindigkeit, mit t die mittlere Zeit, so findet 
man nach Grf>-s(ner die Kraft P, , welche ein lebendes Wesen 
flbei irgend einer Geschwindigkeit v, und der Zeitdauer t, aus- 
hüben kann, durch die Formel: 






■(2-v)(=-^) 



.103) 



1) Welche Kraft kann ein Jlensch bei 0,i) m üe seh windigkeit uod 
(^Arbeitszeit von [i Stuoden auBÜben. wenn die mittlere Arbeitszeit 
iStunden und die mittlere Kraft zu 14 kg angenommen werden? 



I Sach Formel 153) ist: 



•0-S-(-D = 



- 10 



■(-^^■(-D- 



1 



1:2) Wie grofn ist die Zugkntft eines Pferdes, welcbes ira sohweren 
^ tag lieb 8 Stunden mit einer Gesühwindigkcit von 0,8 m arbeitet!* 
afach Formel 15'i) ist: 

1:3) Mit einer Bsuwinde werden in gi'öfseren Zwiechenräunien 
' ! Lasten aufgezogen. Die gesamte tägliche Arbeitszeit beträgt 
Stunden und wird die Kurbel mit nur 0,5 m Öesühwindigkeit 
reht Welche Kraft wird von einem Arbeiter ausgeübt? 
■ Nach Formel IbS) ii' 



4) Nutzarbeit und Nebenarbeit. 

Bei Bestimmung der Wirkungsgrol'se der Kräfte iat zu 
berücksichtigen, dafs ein gewisser Teil der Arbeit durch Be- 
"egungshindernisse, als Eeibung u, s. w., verloren geht. Soll 
daher eine bestimmte Arbeit verrichtet werden, so iat dieselbe 
um so viel gröfser zu veranschlagen, als durch die Beweguugs- 
liinderniase beansprucht wird. 

Wird vermittelst einer Pumpe Wasser gehoben, so wird 
durch die Heibung des Pumpenkolbens im Cylinder, durch 
äie Reibung des Wassers in den Bohrleitungen u. s. w. die 
Wim Betriebe der Pumpe erforderliche Arbeitsgröfse nicht 
nur gleich dem Produkte aus dem Gewichte der gehobenen 
WasBermenge und der Förderhöhe, sondern um einen gewissen 
Wert gröfser sein. 

Ebenso entspricht die ans dem Drucke auf den Kolben, 
dem Kolbenbube und der Umdrehungszahl berechnete Arbeit 
*iiier Dampf masciiine bei weitem nic\il dei w\tkV\ii\\e"a w.xi.'yAj'&i^ssi 
Mbeit, da der vielfachen Hindernisse wfe^feu &\& -sqw.^«^ 



I 
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n 



Dampf 
I Der in 

^^H zudehn 
^^M z,um E 
^^H infolge 

^^^^ des gan 



SchwuDgradwelle zu entnehmende Arbeit ehenfalla weit geringer 
ausfällt, als die aus den genannten Angahen berechnete 
Wirkungsgröfae. 

Der Teil der Ärbeitagrörsej welcher den gewÜEscliten 
nutzbaren Effekt hervorhringt, wird Nutzarbeit oder Nutz- 
effekt genannt, wogegen der durch die allgemeinen Be- 
wegungshindernisse, Iteibung, Luftwiderstand, Stöfse u. s, ir, 
verlorene Teil mit dem Namen Nebenarbeit oder Neben- 
effekt bezeichnet wird. 

Nutzeffekt und Nebeneffekt Eusammengenomraen geben 
den Totaleffekt eines Motors an. 

Das Verhältnis des Nutzeffektes einer Maschine 
zu deren Totaleffekt wird als Wirkungsgrad der 
Maschine bezeichnet; es entsteht mithin die G-leichung: 
■„7- , j NuUefl'ekt 

W,rkung,erad - Tot.l.ff.H - 

Man drückt auch oft den Nutzeffekt in Prozenten der 
Totalarbeit aus; z.B.: Die Totalarbeit einer Maschine betrage 
15 Pferdestärken, die Nutzarbeit jedoch nur 12: demnach ist 
der Wirkungsgrad = tt ^ 0,8 ; mithin der Nutzeffekt = 

0,80 = ^ = 80 7o des Totaleffektea. 

Durch zahlreiche Versuche und Messungen hat man die 
Wirkungsgrade verschiedener Maschinen, namentlich der Be- 
triebsmaschinen, zu ermitteln gesucht. Wenn auch hierdurch 
nur Mittelwerte erlangt wurden, so ist die Kenntnis derselben 
doch notwendig, um die Leistung und Güte einer Maschine 
beurteilen zu können. 

Bei Dampfmaschinen guter Ausführung und Konstruktion 
ist als Wirkungsgrad zu nehmen : 

Für kleine Maschinen = 0,50. 
„ mittlere „ ^ 0,60. 

„ grofae „ = 0,70. 

Als Dampfspannung ist stets diejenige des Dampfes im 
Kessel in Rechnung zu setzen. 

Man teilt die Dampfmaschinen in solche mit und ohne 
Expansion ein. 

Im ersteren Falle sperrt man den Dampf ab, wenn der 
Dampf kolben erst einen Teil des Cylinders durchlaufen hat. 
Der im Cylinder eingeschlossene Dampf beginnt nun sich aus- 
zudehnen — zu expandieren — und treibt den Kolben bis 
z_um Ende seines Hubes, wobei die Spannung des Dampfes 
infolge der Ausdehnung immer geringer wird. 

Bei den Dampfmaschinen ohne Expansion tritt wahrend 
des ganzen Koibenlaufea Dampi \i\iileT äeii. ¥,.o\Qft-o. ■«.■RWiÄiBt. 
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erselbe so immer die gleiche Spannung; es geht hei diesen 
[aschinen die Arbeit, welche der Dampf infolge seiner 
Ixpansion verrichten könnte, vollständig verloren. 

Da hei den Expansionsdampfmaschinen der Dampfdruck 
ch in jedem Augenblicke ändert, so bietet die Berechnung 
örselben vielfache Schwierigkeiten und ist in der Folge nur 
flf solche Maschinen Rücksicht genommen, welche mit voller 
lillung — ohne Expansion — arbeiten. 

Zur Orientierung über die Wirkungsgröfse anderer 
[otoren, namentlich der Wasserräder, ist nachstehende Tabelle 
3geben : 





Gefälle 


Wasser- 




Art des Rades 


H 


menge 


Wirkungs- 




Meter 


Q.-cbm 


Grrad 


berschlächtiges Wasserrad • • • < 


7 12 
2,5 7 


0,05—0,8 
0,06 0,7 


0,70 0,75 
0,50 0,70 


iickschlächtiges „ .... 


2,5 8 


0,09 1,3 


0,60 0,70 


Jhaufelrad m. Coulisseneinlauf , . 


2,5 4,6 


0,30—2,4 


0,60 0,70 


„ „ Uberf alleinlauf . . 


1,5—2,5 


0,12-2,5 


0,60 0,65 


ropfrad m. Durchfallschütze . . . 


0,5 2,0 


0,12 3,0 


0,40 0,50 


)nceletrad 


0,5-1,7 
0,3 1,0 


0,12 3,7 
0,12 5,0 


0,60 0,65 
0,30 0,35 


Qterschlächtiges Wasserrad . . . 


Beisj 


)iele: 







1) Zum Betriebe eines Wasserrades stehen pro Sekunde 1,5 cbm 

asser bei einem Gefälle von 5 m zur Verfügung. Man hat durch 

jssung gefunden, dafs die von diesem Wasserrade gelieferte Nutzarbeit 

Pferdestärken beträgt. Mit wie viel Prozent Nutzeffekt arbeitet 

!ses Rad? 

Die Totalarbeit beträgt, da 1,5 cbm Wasser 1500 kg wiegen, nach 
rmel 145): 

A = -;^ = — 7^.7-^— = 100 Pferdestärken. 



75 



75 



Der Wirkungsgrad ist demnach = pi= — r-i — ^-i = t^;?: = 0,5 ; 
° ® Totalarbeit 100 

fSO 
bhin der Nutzeffekt = 0,50 = -^ = 50 «/o = der halben Totalarbeit. 

2) Der Kolbendurchmesser einer Dampfmaschine sei = 30 cm und 
' Kolbenhub = 80 cm; die Kurbel mache. 50 Umdrehungen pro Minute. 
Dampfkessel wird Dampf von 4 Atm. Überdruck erzeugt. Wie grofs 
an die Nutzarbeit dieser Maschine angenommen werden? 

Der Druck auf den Kolben ist: 



3,14.303 



. 4 = 2B2^ ^Lg. 



[Nimmt m&n den WirkuQg«g;rad xu 0,6 an, so ergiebt rieh 
Nutzett'eht, zu: 
0,6 . 50 = 30 Pferdeatärker, 
3) Dieselbe DiimpFmtiBchiDH soll eine Nutierbeit von 36 Pferdestärken 
liefern. Wie viel UmdrehuTigen mufa detm die Schwungrad welle mscliaD? 
Da sicfi die UnidrehungfZHhl der Welle oder die Geacb windigkeil do 
Kiilbena in demselben Verhältnisae ateigem mufs, wie die Arbeit vermehn 
wird, HO folgt: 
36 : 30 = X r 50. 
36 .50 „n ,. j , 
X = — o/i— = 60 Ijmdrehungen. 



— 188 — 

1 Intalp Arbeit pro Sekunde beträgt n»ch Formel 137): 
_ g ^ -'^ - ' - - - "l^---^ = 3768 kgni oder nach Formel 1^ 

A = ? ;-? = ^Z^- = 50 Pferdeatärken. 
den Wirkungsgrad xu 0,6 an. 



4J Zum Üetriebe einer Turbine steht eine Wasserkraft von 4 in 
Gefäile und 0,8 cbm Waasermenge pro Sekande zur Verfügung. Wif 
(rrofs ist die NutBarbeit in Pferdestärken, wenn der Wirkungsgrad drr 
Turbine zu 0.65 angenommen wird? 

Die Geaamtarbeit beträgt nach Formel 137): 

A = P . 8 = 1000 . 0,8 . 4 = 3200 kgm; 
mithiu die Arbeit in Pferdestärken nach Formel 145): 

A— ?■ " = — 



eftVkt KU: 

l . ^ 

^^B ÜhnngsbelBpIele: 

^^H 1} Wie grofa 

^^M bei einem Gefälle 
^^^B Sekunde, wenn der 

^^B 2) Ein Vfafse-. 

^^^H menge von 'JO cl>ni 
'^^^1 werden. Wie grof 
I und wie grol'a lat i 

derselben zu 0,7 an 



i einem Wirkungagrade 



= 43,66 Pferdeatärken. 

a 0,65 erhält man demnach den 



42,66 . 0.65 = 27,73 Pferdestärken. 



nNote'l 



r Nutzeifekt eines Wasserrades in PferdeatSrken 

Gefälle von Ö m und einer Waasermenge von 0,3 cbm pro 

Sekunde, wenn der Wirkungsgrad au 0,IJ angenommen wird? 

Lösung: Nutzeffekt = ]!),2 Pferdestärken. 

J) Ein Wa^aerlauf, mit einem Gefälle von !i m und ein 

menge von 20 cl>m pro Minute, soll zum Wetriebe einer Turbine benütit 

werden. Wie grofs ist die Arbeit der Wasserkraft in Pferdestärken 

grul's ist der Nutzefi'ekl. der Turbine, wenn der "WirkungsgriJ 

igenomraen wird? 
Losung: Arbeit der WaBaerkrnft =; 2'^,22 Pferdestärken. 
NutzeiTekt der Turbine = 1&,&5 „ 

3) Eine Dampfmaechine von 400 mm Kolbendurchmeaaer und 
750 mm Hub arbeitet mit einer Dampfspannung von ?i.5 Atmosphäri 
Die Anzahl der Umdrehungen betrage 120 pro Minute. Welchen Nutz- 
efl'ekt in Pferdestärken entwickelt dieae Maachine, wenn der Wirkungs- 
grad zu 0,7 angenommen wird? 

Löaung: Nutzeffekt = 193,48 Pferdestärken. 

4) Dnrch eine einfach wirkende Pumpe a ollen in der HJBuU 
800 Liter Waaser auf eine Höhe von 15 Meter gehoben werden. Welob« 
Arbeit in Pferdeatärken ist hierzu erforderlich und wie grofs ist die Not» j 
arbeit, wenn der Wirkungsgrad zu 0,65 angenommen wird? 

Losung: Geaamtarbeit i= 2,66 Pferdestärken 
Nutzarbeit =\,Ti ^ 
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E5, Arbeit der Reibung- 
) Gleitende Reibtiug. 
rper über einen anderen fortbewegt, ho macht 
fch zwischen beiden ein Widerstand bemerkbar, welcher Reibung 
enanot wird, und über welchen bereits in Kap. 14, Seite 121). 
ie erforderlichen Angaben gemacht sind. Zieht man nun 
och den Weg in Betracht, längs welchem die zwischen zwei 
lÖrpern auftretende Reibung als Widerstand tbätig ist, so 
ndet man nach Vorstehendem die Arbeit der Reibung, wenn 
lau deren Gröfse iu kg mit diesem Wege multipliziert. 
Bezeichnet man, wie früher, mit 

R die Gröfse der auftretenden Reibung in kg; 

IN den Normaldruck in kg; 
f den Reibungskoeffizienten ; 
A die mechanisfcbe Arbeit der Reibung- in kgm ; 
a den Weg in m. welchen der eine Körper während seiner 
Bewegung über den anderen in einer Sekunde zurück- 
legt, so war nach Formel 100) : 
R= f .N. 
Multipliziert man den Wert f . N mit dem Wege s. so er- 
Blt man die Arbeit der Reibung in kgm : 

A = f.N.s 1Ö4) 

b.i Zapfenreibung. 
Unter Beibehaltung der Bezeichnungen unter a) berechnet 
uh die Arbeit der Zapfenreibung, wenn man den Halbmesser 
!8 Zapfens noch mit r (Fig. 100) und die Umdrehungs- 
il des Zapfens in der Minute mit n bezeichnet, foigender- 
afsen : 

Der Weg s, welchen die Reibung hier bei einer Um- 

•ehung des Zapfens zurücklegt, ist gleich dem Umfange des 

äpfens, also = 2 . r . ?f. Dieser Weg wird von dem Zapfen 

einer Minute n mal, also in einer Sekunde — mal zurUck- 

2 . yr . r . n*) 
liegt ; mithin wird der Weg in einer Sekunde = —^ — — ■■-- , 

id da bei der Zapfenreibung die Gröfse der Reibung eben- 
Us^f.N war, so folgt für die Arbeit der Zapfenreibung: 

A = f.N. ^' '"•'' •° ^0,10ö . f . N.r. n . .155) 
bU 
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Fig. 100, 



1000 kg beksteter Suhlitten, aoU ohne An- 
wendung von Scbtniermat^rial auf einer 
Holzbahn 2,fi m weit gezogeTi werden. 
Welche Arbeit iat hierzu erforderlioh, wenn 
f = 0,42 angenomnien wird? 

Nach Formel 154] ereiebt sich: 
A = f . N . B = 0,4'2 . imiO . 2,5 = 1050 igm. 

2) Welche Arbeit ist erforderlioh, nni 
einen auf aeiir glatter Schneebabn gleitenden 
Suhlitten, welcher mit 400 kg belaatet iat, 
200 m weit fortzuziehen, wenn f= 0,038 
angenommen wird? 

Nach Formel 154) iat: 
A = f . N . B = 0.038 . 400 . 200 = 3040 kgm. 




Ä-/:jr\ 



jr 



3) Ein Schwungrad, desaen Gewieht mit Welle 1800 kg wiegt, i<t 
in Lagern von 0,l^i m Durchmesser gelagert und macht 60 Umdrehung«» 
in eintr Minute, Wie grots ist liie durch die Reibung dem Scbnungitd^ 
entzogene Arbeit, wenn f = (i,06 etigenommen wird? 

Nach Formel 15&) ist: 

A = 0,105 . f . N . r . n = 0.105 . 0,06 . 1800 . O,0K5 . 60. 
A = 44,2 kgm = 0,59 PferdeBtärken. 

4) Eine horizontal gelagerte TranamiGsionawellenleitung von 0,1 m 
Durchmettaer hat ein Gewicht von 6000 kg und ist ohne Berücke ichtigung 
der Reibung imstande, bei 50 Umdrehungen in der Minut« 20 Pferde- 
starken abmgeben. Wieviel Arbeit verliert die Welle durch Reibung, 
wenn f = 0.05 gesetzt wird? 

Nach Formel 155) iat: 

A = 0,105 . f . N . r . n = 0,105 . 0,05 . 6000 . 0,05 - 50. 
A = 78,75 bgm =^ l,Oä Pferdestärken. 

Aus Formel 155) ist ersichtlich, dafs die Arbeit der ZapCenreibuDg 
gleichzeitig mit dem Zapfendmcke, dem Z ap fen halb messe r und der Tm- 
drehuDgB/ahl zunimmt. Es iat daher eine in der Praxis stehend gewordene 
Regel, bei sich drehenden M.aaohin enteilen den Zapfendruck durch grobe 
Gewichte — ZahnrädHr, Riemenscheiben, Kupplungen — nicht übermafiig 
EU vermehren. 

Auch werden die Zapfen nur so stark als unbedingt notwendig ge- 
macht, um den Halbmesser r niöglichat klein zu halten. Die Umdrehungs- 
zahl wird ebenfitUa, wenn nicht besondere VerbältiiiaBa es bedingen, 
möglichst, niedrig angenommen. 



Die Arheit der Reibung kann mit "Vorteil dazu benützt 

werden, um die von einer üaoi'pf'masclö.ne, einem Waaser- 

rade u. a. w. in "Wirklichkeit gft\e\steX.e XtV^A tä ftT^"A.Ä»., 
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lu bedient sich lyerzu des aus Fig, 101) ersieh tliciien Appa- 
ies. welcher nach seinem Erfinder der Prony'sche Zaum 
nannt wird. 

Fig. 101. 




Derselbe besteht aus einem kreisförmig ausgeschnittenen 
jlzstucke F, welches auf emer Welle Ä, deren Ärbeitsgröfae 
terencht werden soll, aufsitzt, sowie aus mehreren kleineren, 
eh der Welle zu aoagerundeten Holzstücken, welche die 
eile von unten umschlielsen. Ein Stahlband unafafst die 
teren Holzstucke und ist an den Enden mit Seh rauben bolzen 
rsehen. welche durch den Hebel CK dringen und durch 
hraubenmuttern mehr oder weniger angezogen werden können, 
n Ende des Hebels CK befindet sich eine Wagachale, welche 
r Aufnahme von Gewichten dient. 

Wird die Welle Ä in der Richtung des Pfeiles in 
iwegung gesetzt, so wird dieselbe infolge der Reibung das 
^belstück AC emporheben. Um dieses zu verhindern, be- 
(tet man die Wagschale durch Gewichte und sucht nun, teils 
rch Veränderung dieser Gewichte, teils durch Anziehen oder 
iften der Muttern E, den Balken CK in horizontaler Lage 
erbalten, so dai's derselbe mit keinem der Balken B und D 
Berührung kommt. Ist auf diese Weise die Umdrehungs- 
hl, welche die gebremste Welle annehmen eoII. erreicht, so 
ebt die Gröfse der zwischen den Sätteln und der Welle 
ittfindenden Reibung die Kraft an, welche die Welle an 
rem Umfange l)ei der betreffenden Umdrehungszahl auf andere 
asehinen zu übertragen imstande ist. 

Für die horizontale Lage des Hebels wird das in der 
'agschale befindliche Gewicht mit der in der Umdrehungs- 
:htuiig wirkenden Reibung am Wellenumfange im Gleich- 
wichte sein. 

Bezeichnet man den am Wellenumfange der Bewegung 
itgegentr elenden Reibungswiderstand mit R. den Halbmesser 
T Welle mit r, das Gewicht in der Wagschale mit EinschluCa 
■s auf den Punkt C reduzierten eigeueu ö^emiiWe.* ft 



ifß 



[mit G, die Länge des Hebelarmes AC mit L, so folgt ffir 
den GleicbgewichtszuBtand: 
R . r = G . L oder 
P 
■ 
■ 
A 



R = ^ !Ö7) 

Beiteicbnet man noch mit n die Umdrehungszahl der WeUe 
pro Minute und mit v die Umfaugsgeschwindigkeit derselben, 
80 ist, wenn man Gleichung 157) mit v multipliziert: 
A = R . V = ■ ' ' '' -, oder da nach Formel 4) 
V ^^ ^j^ ist. auch: 

die durch die Reibung aufgezehrte Arbeit oder die Nutzarbäit, 
welche die AVelle bei gleicher Umdrebuugazahl auf andere 
Arbeitsmaschinen übertragen kann. 

AVird die Nutzarbeit in Pferdestärken ausgedrückt, eo 
geht Formel lö8) über in: 

A = ^-g^-^^-" . G = 0,0ai39 . L . n . G ... 159) 

AVird bei Bestimmung der von einer Maschine a,usgeiibten 

Arbeitsleistung stets derselbe Apparat benützt, so dafs L stets 

Indert bleibt, so wird auch der Wert -..„-^^^ unverändert 



bleiben. Nimmt man z, B. -die Hebellänge L für alle Versuche 
zu 2,5 m an, so geht Formel 159) über in: 

A = 0,003491 . n . G IGO) 

Bei Anwendung des Apparates ist Folgendes zu beachten; 

1) Der durch die Schraubenbolzen E,. E ausgeübte Druck 
mufs während der Dauer des Versuches fortwälireod durth 
Zu- und Losdrehen der Muttern derartig reguliert werdeo, 
daCs eine möglichst gleichförmige Bewegung der Welle er- 
reicht wird. 

2) Durch das Zu- und Losdrehen der Schraubenmuttero 
werden Veränderungen iu der Gröfse der Reibung stattfinde»; 
der Hebel wird sich infolgedessen auf- und niederbewegeii- 
üm dieses zu verhindern, müssen Vorkehrungen getroffen 
werden, welche nur eine geringe Bewegung des Hebels au* 
der horizontalen Lage gestatten. 

.3) Bei fortgesetzten Brems versuchen wird durch die 
Reibung eine Erhitzung der Sättel stattfinden; es ist deshftl'' 
für möglichst gute Schmierung durch Seifenwaaser zu Borgen- 
Beispiele: 

]) Kfl ist vermittelBt eines BveTnsi^umt« d\e Saliftcheit einf' 
Waaaerradee zu beslimmea, welc^ie» Sür g6N(ö"ini\\ii\i wiA % Vsm&tiäivsi.vs,«' 
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ifen soll. Der Hebelarm dea Zauraea ist i= 3 m; das Gewicht in der 
BgBchale = 25D k){. 

Nach Formel 159) ist: 
Ä = 0,0ni3<f . L . n . G = 0,00139 . 3 . 8 . 250 = 3,34 Pferd estHrken. 

2) Um die Nutzarbeit der auf Seite 180, Beispiel 6) berechnet«!! 
unpfmaschine kennen zu lernen, wird dieaelbe unter Anwendung' einea 
'emszaumes, dessen Hebellänge 3 m beträg't, gebremat. Dai Gewicbt 
r Wagschale, das auf den Atihängepunkt der Wagauhale reduzierte 
3wicht dea Hebels und das auf die Wag^chale aufgelegte Gewicht be- 
ug; 330 kg, um die erforderlichen 40 Umdrehungen zu erzielen. Wie 
offl ist die Kntzarbeit? 

Nach Formel 1591 ist: 
l = O.O0J39. L .n.G = 0,00139. 3.40 . 330 = 5^,044 Pferdestärken. 

Der Wirkungsgrad ist mithin: 

^■''^^^ np.o *^5 i:F,0( 

= 0,B49 = -^^ = 65V 



6) ArbeitSTfirmÖgen in Bewegung beflnäüclier Körper. 

(Lebendige Arbeit.) 

Defllit man sich einen Körper vom Gewichte P durch 

inen Weg s frei herabfallend, *) und hat der Körper hierbei 

ine Endgeschwindigkeit v erreicht, so ist diese Endgeschwindig- 

eit nach der auf Seite 66) gegebenen Formel: 

V = |/2 . g . s 

1 welcher Gleichung g = 9,81 m, also gleich der Fall- 

eschleunigung ist. 

Aus der vorstehenden Gleichung folgt: 

T* = 2 . g . s und damit : s = -^ — -■ 

Die mechanische Arbeit A eines sich senkenden Gewiclites 

t aber gleich dem Produkte aus Gewicht und Weg, in diesem 

alle also: 

A -= P . a. 

3tzt man an Stelle dieses s den Gleichwert ^ — < so erhält 

an nun: 

A^P.^— =?f^ 161) 

, 2 . g -' . g ' 

Der Wert -~- giebt an, welche Arbeit auf den Körper 

tiwirken mufste, um ihn aus dem Zustande der Ruhe in den 

~T Bewegung überzuführen und ihm dabei eine Geschwindig- 

äit V zu erteilen. Die ganze Arbeit ist somit auf die tJber- 

indung des Trägheitsvermogena und auf die Bewegung des 

'örpers, also nicht auf die Überwindung eines 

*) Vergi. -ffap. IV, Seite 65.) 
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"Widerstandes, verwandt worden. Sie ist gewissermaffien 
in dem Körper angesammelt, um erforderlichen Falles too 
demselben wieder abgegeben werden zu können. 

Diese Abgabe wird eintreten, wenn der Körper einen 
"Widerstand überwinden mufs; sie wird so lange währen, biä 
der Körper seine Geschwindigkeit verloren hat. 

Man nennt die in einem Körper aufgespeicherte Ärheita- 

menge -^ — i welche er also wieder abzugeben imstande ist, 
die lebendige Arbeit dea Körpers. 



Beis 



ele 



1) Welchp Arbeit ist erforderlich, um einen Wagen, dessen Gewioit 
bOOO kg beträgt, aus dem Zustaiide der Eulie in eine (ieaohwindiglieil 
von 5 lu zu versetzen, wenn von allen BewegungawiiierBtänden ab- 
gesehen wird? 

Nach Formel 161) ist; 

. P.v' 5000.5.5 C5^,r,^, 

-s-öT- = 6371,05 kgm. 



2) Wie grola ist die im 
dnroh einen Kanal von 1,5 c 
schwind igkeit des Wassers 0,^ 

Nach Formel 161) ist: 



Wasaer enthaltene Arbeit, wenn dMielbe 
m Querschnitt fliefst und die mittlere Ge- 
rn beträgt? 



P.v 



12 00 - Q ,8 . Q,8 
2 . 9,8] 



: 39,14 1 



3) Der Ring eines Schwungrades habe ein Gewicht von SOOfl ^ 
nnd einen Durchmesser von 4 ra. Die UmdrehungSiahl des Rades »a 
80 in der Mioute. Wie grofs ist die vom Ringe aufgenommene and 
wieder abzugebende Arbeit? 

Die ümfangsgeacb windigkeit ist nach Formel i): 






60 



60 



2 . 9,81 



= 71585 V 



Übun^belspiele: 

1) Das Bett einer Hobelmaschine habe ein Gewicht von 600 kg. 
die GeBchwindigkeit mit welcher sich das Bett bewegt betrage 0,1 mi 
der Heibungakoeffiüient sei = 0,44. Welche Arbeit ist zur Bewegung de» 
Bettes erforderlich ? 

Lösung; A =i 26,4 kgm. 

2) Ein Wasserrad, dessen Gewicht mit Welle 12000 kg beträgtt 
ist in Lagern von 0,18m Dorchmesacr gelagert und macht G Umdrehan|[eO 
in einer Minute. Wie grofa ist die von der Zapfenreibung anfgeiuhrt* 
Arbeit, wenn der Beibungskoefßzient xu 0,07 angenommen wird? 

Löäung! A = 47,63 kgm. 

3) Ein Schleifstein von 1 ,5 m Durchmesser laufe mit 90 üradrehiinge' 
pro Minute, Das abzuachleifetide Stück werde mit einer Kraft 
gegen den Schleifstein gedrückt, der ReibungakoefQzient 
Welche it ei bangearbeit findet am Umfange dea Schleifsteines statt?. 

Losung ; A =^ löä ."ü^ ^?;av- 




^ -IT- 

4) Vermittelst dea in Fig. 100) dargestellten Bremsiaumefl soll die 
otaarheit einer Turbine bestimmt werden, deren Umdrehungazahl ^ 120 

3er Minute ist. Der Hebelarm des Zanmes ist = 2,5 m, das Gewicht 
der Wagscbale = 180 kg. 

Lösung: A = 54,44 Pferdestärken. 

5) Das Gewicht einer Lokomotive batrage 20000 kg; dieselbe soll 
IB dem Zustande der Ruhe in eine Geschwind ijjkeit von 8 m in der 
ekunde veraetat werden. Welche Arbeit mufs der Dampf in den Cy- 
adem der Lokomotive verrichten, wenn auf Nebenhinderniase keine 
üekaicht genommen wird ? 

Lösung: A = 65239,5 kgtn, 

(!) Wie grofs ist die znra Betriebe einer Feuerapritae erforderliche Ar- 
;it, wenn dieselbe in der Sekunde 15 Liter Wasser mit einer Ge- 
■iwindigkeit von 20 m fortsohloudern soll ? 

Lösung: Ä = 305,81 kgm. 

7) Eine Wasserrohrleitang habe eine Länge von 120 ro und einen 
ehten Durchmesser von 300 mm. Das Wasser 
iohrleitnng mit einer Geschwindigkeit von J,5 m, 
L dem Wasser der Leitung angesammelt? 

Lösang: A = 972,fi kgm, 

H) Eine Kanonenkugel von 20 kg Gewicht werde mit einer Ge- 
jhwiadigkeit von 600 m abgesehoEBen. Wie gTofa ist die von dem 
'alvergaae verrichtete Arbeit, um der Kanonenkngel diese Geachwindig- 
eit zu erteilen? 
^^1 Losung: A = 360972,4 kgm. 



^" Zwanzigstes Kapitel. 

Berechnung der Drehbänke. 

Die Drehbänke dienen den verachiedensten Zwecken. Am 
läufigsten werden sie zum Abdrehen von runden Körpern 
- sogenannten Rotationskörpern — und zum Schneiden 
on Schraubengewinden benützt. 

Um sie für den ersten Zweck zu verwenden, ist es von 
lesouderer Wichtigkeit, die Drehbank so herzurichten, dafs 
las abzudrehende Arbeitsstück auch diejenige Umfangs- 
;esehwindigkeit erhalte, welche dessen Durchmesser und 
laterial entspricht. Die Verschiedenartigkeit der Wider- 
tände, welche die einzelnen Materialien dem Drehstahl bieten, 
ledingt diese Notwendigkeit. 

Um die Drehbank dem anderen Zwecke dienstbar zu 
lachen, ist es notwendig, demjenigen Teile derselben, welcher 
len Drehstahl trägt — dem Support — eine solche Ge- 
ick windigkeit der Bewegung zu geben, dafa auch in der That 
tnf dem mit Gewinde zu Tersebenden Bolzen eine Schrauben- 
inie von vorgeschriebener Ganghöbe entsteht. 

Damit man nun eine Drehbank zum Abdrehen gewisser 
Körper herrichten, und die eventueW \üCTT.Ai «t'Lötfi«Ai.i5Msa. 
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^^^r tleiaen Bechnuagen ausführen kann, mufs man diejenigen 

^^^ Umfangageachwindigkeiteti v kennen, welche die abzudrehenden 

r MateriaUen höchetena anöehmen dürfen, wenn gute und saubere 

[ Arbeit geliefert werden soll. 

^^ Die wichtigsten "Werte sind nachstehend zusammen- 

^B getragen : 

^^m Für Oufseisen, hartes ist v =^ 2 cm. 

^^H, weiches „ v ^ Q cm. 

^^^E „ Stahl „ V =^ 5 cm, 

^^H „ SchmiedeeiRen . . „ v ^ ] 3 cm. 

^^H Messing u, Bronze „ v == ]b cm. 

^^m „ hartes Holz . . . „ v = 30— .3i> cm. 

^^m „ weiches „ . . . „ v = 100—120 cm. 

^^H Bezeichnet man mit 

^^H d in cm den Durcbmosser des abzudrehenden Arbeits- 

^^H Stückes 

^^H n die Umdrehungszahl der Drehbankspindel pro 

^^r Minute, 

^ so liegt der anzustellenden Berechnung die ijn I. Kapitel, 

Seite 58 hergeleitete Formel 4) zu Grunde, uacli welcher die 

Umfangsgeschwindigkeit 

V = ■ ' a' - gefunden wurde. Hieraus folgt un- 
mittelbar : 

n= - - , welchen Wert man für überschlägige 

Rechnungen mit genügender Genauigkeit 

n = 19,1 . -T setzen kann 162) 



( 



e ispiele: 
Völle von 8 cm 
eeelbe in der . 
Da hier v = J3 om ist, so folgt nach Formel 162) : 



1) Eine schmiedeeiserne Walle v 
werden. Wie oft raufa sich dieselbe 



2) Wie viel Unidrehnng'en 
baTtem Schmiedeeisen und von 1 

Setzt man hier v = 9,ü, so folgt nach Formel lß2); 

n = 19,1 . j = 19,1 . ^^ = 1,8 = 2 (abgerundet). 

3) Ein Pumpen cy linder aus Iklessing von 22 cm U 
BQBgebohrt werden. Wie grnfa ist die Anzahl seiner 
pro Minute? 

Pur Messing ist v = 15 ein; mithin nach Formel 1 
n = 19,1 . ^ = !9,1 . ^ = 13 (abgerundet). 




"23 



irtinmesser suii 

J 





^ Welchen kleinsten Durchmesser darf ein abzadrebendes HolratQok 

ahBlteii, wenn die mit PUnacheibe versehene Drehbank nur -15 Um- 
Jrdinngeu pro Minute macht? 

Ea aei t = Kl cm; nach Formel 163) wird alsdan 
d = 19, 

^) Auf einer Drehbank, welche 40 Umdrehungen pro Minute maoht, 
loll das Bolzmodell eines Cylindere von 35 cm Üurohmeaaer abgedreht 
"erden. Wie grofE iat die Umfangsgeschwindigkeit? ^~' 

Am Pormel 16^) folgt; 

n . d 40 . 35 ^ „ 



Über die Greschwindigkeit, mit welcher der Drehstabl 
parallel zur Äcijse der Brehbankspindel fortbewegt werden 
Jarf, nähere Angaben zu machen, ist insofern äuleerBt achwierig, 
ils dieselbe erstens innerhalb ziemlich weiter Grenzen liegt 
md zweitens, aufaer von dem zu bearbeitenden Materiale, 
loch von vielen anderen Umständen abhängig ist, Es sind 
lierhei die Gröfse der Betriebskraft, die Arbeitsleistung der 
)rehhank,dieForm 
lea zu erzeugenden 
förpers, insbeson- 
lere die Art der 
i.rheit, ob schrop- 
len oder schlichten, 
rohl zu berück- 
ichtigen. 

Es ist aber auch 
line Berechnung in 
lerade diesem Sinne 
leniger notwendig, 
la die Einrichtung 
les Supportes jeder 
'Bit und ohne Mühe 
leetattet, eine £al- 
che Geschwindig- 
keit mit Leichtig- 
«it zu ändern. 

Um die Anzahl 
1er Umdrebangen 
lem jeweil^en Be- 
iärfnisse anpassen 

n können, wird die Bew^nng der DrebbankBpiiidel tod «__. 
rorgelegeweile aus durch StnCäkscbeibes ttnd Zolmriider bevet^ 
teUigt. Eine derartige, aUgemetn ibh^eAaordttmag mtiaFi§,iOI2 
md 103) im Aa&ils und Grondtifi z ' * ■ • ■ 



m 
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Auf der Vorgelegewelle eines Deckenvorgeleges sitzen 
Fest- und Losscheiben F und L, sowie die Stufenscheibe 
Die Drehbankspindel D trägt lose, d. h. ohne Verbind 
mit derselben eine korrespondierende Stufenscheibe S| 
das in diese eingesetzte Trieb T; fest dagegen ist das 
R aufgekeilt. In der Scheibe dieses Rades befindet sich 
Mitnehmer, welcher in einen Einschnitt am inneren Bai 
der Stufenscheibe geschoben werden kann und dazu dient, 
eine feste Verbindung zwischen der Stufenscheibe 8, vd^l 
der Drchbankspindel herzustellen. Neben der Drehbank- 
spindel liegt die Vorgelegewelle V,, auf welche ein Kad Bj 
und ein Trieb Tj fest aufgekeilt sind. Die Vorgelege- 
welle selbst ist hohl und läuft auf einer anderen Welle 
mit exzentrischen Zapfen, so dafs eine nur geringe Drehung 
der inneren Welle genügt, um das Rädervorgelege ein- oder 
auszurücken. Für gewöhnliche Geschwindigkeiten kuppelt man 
das Rad R mit der Stufenscheibe S^ und treibt so die Drch- 
bankspindel direkt durch die Stufenscheibe. Soll die Dreh- 
bank jedoch langsamer laufen, so zieht man den Mitnehmer 
zurück, entkuppelt dadurch die Stufenscheibe von dem Rade E 
und rückt durch eine Drehung der exzentrischen Welle das 
Rädervorgelege ein. Bs treibt dann von der Stufenscheibe Sj 
aus das Trieb T das Rad R, und hierdurch das Trieb T^ 
das Rad R, folglich auch die Drehbankspindel. J 

Die Übersetzungsverhältnisse sind gewöhnlich so gewählt, 
dafs die Spindel bei eingerücktem Vorgelege ungefähr 9-mal 
langsamer läuft, als bei direktem Antriebe von der Stufen- 
scheibe aus. 

Soll die Drehbank zum Schneiden von Schrauben- 
gewinden benützt werden, so wird es, wie schon erwähnt, 
notwendig, den Drehstahl derartig fortzubewegen, dafs auf 
dem verwendeten Arbeitsstücke eine Schraubenlinie von vor- 
geschriebener Ganghöhe erzeugt wird. 

Um z. B. eine Schraube mit 4 Gängen pro Zoll oder 
mit \" Ganghöhe herzustellen, mufs die Bewegung des Dreh- 
stahles so bemessen sein, dafs er bei je einer Umdrehung 
der Drehbankspindel um \" vorgerückt wird. Zu diesem 
Zwecke bewegt man den Support, welcher den Drehstahl trägt 
durch eine zur Drehbankspindel parallele Schraubenspindel — 
die sogenannte Leitspindel — und giebt dieser durch eii 
von der Drehbankspindel aus getriebenes Räderwerk die er 
forderliche Umdrehungszahl. 

Der Drehstahl bewegt sich dabei mit derselben Ge 

schwindigkeit wie die Schraubenmutter, welche auf der Leil 

Spindel sitzt ; der DrehstalaV adateil^V. aA&o \«a. ^\^ ^^^i^^b 

der Leitspindel vor, wenn diesem ä\Al evKm?\ \\hi%^\x^\»\ 



^^Besitzen i 
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aaitzen daher Drehbankspindel und Leitspindel gleiche 
'mdrshungsnahlen, so entsteht ein Gewinde, dessen Ganghöhe 
eich der Ganghöhe der Leitspindel ist. Macht die Dreh; 
inkfipindel 2 -mal mehr Umdrehnngen, als die Leitspindel, 
> erhält das zu schneidende Gewinde eine Ganghöhe, welche 
;eich der halben Ganghöhe der Leitspindel ist. Macht end- 
ch die Drehhank Spindel nur 2 Umdrehungen in derselben 
eit, in welcher die Leitspindel deren 3 macht, so kommen 
Ganghöhen des nen zn schneidenden Gewindes auf eine 
länge, welche = 3 Ganghöhen der Leitspindel ist; d, h. die 
ranghöhe des neu zu schneidenden Gewindes ist I'/^ mal 
röfaer, ab diejenige der Leitspindel. 

Pig. 104) stellt ein zur Bewegung der Leitspindel dienendes 
^derwerk dar, in welchem auf der Drehbankspindel D ein 
'rieb mit a Zähnen sitzt, welches durch ein Zwischenrad B, 
lit c Zähnen ein auf der Leitspindel L sitzendes Rad mit 
Zähnen treibt. 

Bezeichnet man hierbei mit z die Umdrehungszahl des 
^des B, und mit y diejenige der Leitspindel L, so ist nach 
em auf Seite 124) Gesagten, wenn das Trieb D eine üm- 
rehuog macht: 

1 . a = z . c und Pig. j(i4_ 

z . c ^ y , b. 
Mnltipliziert man beide Glei- 
iungen miteinander, so wird 

1 . a = y . b, 
oraus sich die Umdrehungszahl 
er Leitspindel zu 




^ b b 

erechnet. 

Das Zwischenrad B ist 
Iso ohne Bedeutung für das 
fbersetzungs Verhältnis, Die 
lähnezahl desselben kann ganz 
aliebig, natürlich den räumlichen Verhältnissen angepafst, 
rofs sein. Zu beachten ist, dafs, wenn Linksgewinde 
eschnitten werden soll, noch eia zweites Zwischenrad — 
leitrad — eingeschaltet werden mufs. 

Der Support mufs sich nun dem Übersetzungsverhältnisse 
entsprechend fortbewegen, ist hierbei die Ganghöhe der 
eitspindel = h Zoll, so ist der Weg des Supports dem- 
amäfs 

= ^ . h Zoll. 
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Will man Gewinde mit x Gängen pro Zoll oder mit 
— Zoll Ganghöhe schneiden, so mufs nach dem Vor hergesagten 
der Support hei je einer TJnndrehung der Drehbankspindel sich 
um —Zoll fortbewegen. Hieraus folgt, dafs notgedrungen 

- ^= i" . h sein mufs 16.1) 

Aus Formel 163) folgt: 
Ganghöhe der Leitspindel: 

h = --^- 164) 

Anzahl der pro Zoll zu schneidenden Gänge des neuen 
Gewindes : 

* = Ä 105) 

Zähnezabl des !Rades auf der Drebbankspindel : 

« - S^ 166) 

Zähnezahl des Rades auf der Leitspindel : 

b = a . h . X 167) 

Beispiele : 

1) Auf einer Ur^hbank, deren Leitspiadel 'U" Ganghöhe hat, nill 
»an eine Schraube mit 10 GänRen pro Zoll schneiden, Bin anf der Leit- 
Spindel sitzendes Rad. hat ÖO Zähne ; wieviel Zähne mufs das Trieb auf 
der Drehbonkspindel erhalten? 

Gegeben sind: x = 10; h = '/i = 0,'if>i b = 50. 
Nach Formel 166) iat: 

2) Auf derselben Drehbank sitzen ein Trieb mit 20 und ein Bad 
mit TO Zähnen. Wieviel Gänge pro Zoll erhalt die zu schneidende Schraube? 

Gegeben sind: b = "/i=t>.2a; a = 20; b = 70. 
Naoh Formel 165) ist: 

" = Ä = 207526 = " 0""B» ■"■• Zoll. 

3) Bei Anwendung eines Triebes mit 20 ond eines Rades mit 110 
Zahnen wurde auf einer Drehbank eine Scbraube mit 11 Gangen thq 
Zoll geschnitten. Welche Ganghöhe hatte die zugehörige Leitspin^lF 

Gegeben sind: a = 20; h = HO; x = 11. 
Nach Formel 161) iat: 

b ^ — - = ~ — — ^ '/»"; d, h, die Leitapindel hatte 2 Gäogo 
pro Zoll. 
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Ein anderes, zum Betriebe einer Dreh- 
bank dienendes Räderwerk zeigt Fig. '[Ob). 
Die Drehbankspindel D trägt ein Trieb mit 
a Zähnen, welches ein auf einen Zapfen auf- 
gestecktee Rad mit b Zähnen treibt. Durch 
ein auf demselben Zapfen sitzendes Trieb 
mit a, Zähnen wird die Bewegung des auf 
der Leitspindel L sitzenden Rades mit b, 
Zähnen bewirkt. Für eine derartige An- 
ordnung von Rädern ergiebt sich, wenn mit x 
6. wieder die Ganghöhe des zu schneiden- 
den Gewindes bezeichnet wird: 



b.b, 



16 



(Vergleiche Kap. XV, Seite 130.) 
Beispiele: 

1) Die Ganghöhn der Leitapindel einer Drehbniik ist h =: '.'j" ^ f 
ieviel Uaiige pro Zoll erhält eine zu schoeidende Schraube, n 
= 70; b = 100; ai ^30 und bt = 140 »Dgenommen werden? 

Kach Forme! 168) wird; 

b.bi 100.140 „„,,.. 

^ = ^a:Th - 70.20.0,5 ^ '° ^'"S"' 

2) Gegeben sind: 9 = 40; b = SO und ai=40; man wUl ein 
□de mit 9 Gängen pro Zull schneiden. Wieviel Zähne mufa das 
id auf der Leitspindel besitzen, wenn die Gatighöhe der letztere 



Ans Formel 168) folgt; 



40.40.0,5.9 



3) Auf der in den vorstehenden Beispielen ang'Bnomnienea Dreh- 
.nk soll eine Schraube mit 10 Gängen pro Zoll geschnitten werden, 
le Drehbankapindel trägt ein Trieb mit 80, der Zapfen ein Rad mit 
Zähnen. Welche Zalinezahlen müssen die beiden anderen noch er- 
fderlicben Bäder erhalten? 

Gegeben Bind; x = 10; a = 80; b= 100 und h = 0,5. Man stelle 



.s Verhältnis 
ilcbeB sich au 



- der Zähnezablen der beiden benötigten Bäder fest, 

Formel 108) wie folgt ergiebt; 

a. _ b ^ lÖO ^ 1 , . 

b, x.&.b 10.80.0,5 4' 

i Zäbnezahl der Räder raüsBen sich wie 1 : 4 verhalten. Man kann 
mnach wählen; 

a, = 15; bi= 60 oder: 

ai = 20; b, = 80 oder: 

s, = 25; b, = 100 oder: 

ai =30; b, = 120 oder; 

a, =40; b, = 160 

mer muTs, wenn man die Zäbnezahl ai mit 4 multipliziert, die Zähne- 
il bi erhalten werden. Wäre das Verhältnis = 'js geworden, ao müfste 
ispreehend verfahren werden; u. s. w. 



I 



Aus Formel J6S): 
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ist ersichtlich, dafs durct das ÜbersetzuDgsrerbältnis -r- die 
Ganzzahl beliebig geändert werden kann. &[an nennt deshalb 
die Kader in dieser Schaltung „Übersetzungsräder" im 
Gegensatz za den „Zwischen- oder Übertragupgsrädern", 
welche nur die Übertragung der Bewegung von der Dreh- 
bankspindel auf die Leitspindel vermitteln, jedoch keinen 
Eintiufs auf die Übersetzungsverhältnisse haben. Im all- 
gemeinen nennt man beide Arten Räder, da sie für die ver- 
schiedenen Gewiode jedesmal ausgewechselt werden müsaen, 
„Wechselräder". 

Die meisten Leitspindeldrehbänke sind jetzt so eingerichtet, 
dafs für die gebräuchlichsten Steigungen auf der Drehbank- 
Spindel nur ein Trieb mit 20, 40 oder 80 Zähnen sitzt, 
während die Zähnezabl des ßades auf der Leitspindel ein 
entsprechendes Vielfaches der Gangzahl des zu schneidenden 
Gewindes wird. Zum Übertragen der Bewegung sind eia 
oder zwei Zwischenräder eingeschaltet. Nur bei einer aufeer- 
gewöhnlichen Anzahl der Gänge auf 1 Zoll ist man bei diesen 
Drehbänken genötigt. Übersetzuogsräder anzuwenden, wie dies 
aus der folgenden Tabelle ersichtlich ist. 

Tabelle zum Gewindeschneiden; Leitspindel 4 Gänge pro 
1" engl. 



Gänge auf der setzungS' 
auf Spindel räder 



1 Rad 
auf der 
Leit- 



spiodel I ,,. ^^^,J 



Rad 
Spindel 



80/30 
60MO 
60/40 



Da sich bei Gewinden mit sehr grofser Steigung die Leit- 
spindel bedeutend schneller als die Drelibaukspindel drehen 
mufs, arbeitet man hier stets mit Rädervorgelege und benützt 



über- 
setzungE 




Bpiodel 
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ir den Antrieb der Wechselräder ein besonderes Rad, welches 
irekt von dem Trieb in der Stufenscheibe (Fig. 102 und 103) 
ewegt wird. Da aber dieses Trieb ungefähr 9 mal 
5hneller als das Trieb auf der Drehbankspindel läuft, 
) ergeben sich für die Übersetzungsräder sehr günstige 
'erhältnisse. 



abelle zum Gewindeschneiden für eine Drehbank mit Vor- 
gelege und einer Ganghöhe der Leitspindel = ^2" o^Sl» 



A.nzabl der 
Gänge auf 


Rad 
auf der 


Vorgelegerad 


Vorgelege- 
trieb 


Rad 
auf der 


1" engl. 


Spindel 




VJL JLV/B^ 


Leitspindel 


X 


a 


b 


ai 


bi 


8,5 


90 


85 


20 


90 


10 


60 


75 


20 


80 


12 


90 


90 


20 


120 


14 


90 


90 


20 


140 


16 


60 


80 


20 


120 


18 


40 


60 


20 


120 


20 


60 


100 


20 


120 


25 


60 


100 


20 


150 


30 


70 


140 


20 


150 


40 


30 


100 


20 


120 


50 


30 


100 


20 


150 


60 


30 


120 


20 


150 


70 


30 


140 


20 


150 



Von dem englischen Werkzeugfabrikanten Whitworth 
nd für gewöhnliche Befestigungsschrauben Normalien auf- 
estellt worden, welche das Verhältnis des Durchmessers eines 
lolzens zur Anzahl der auf denselben zu schneidenden 
l^änge feststellen. Nachfolgende Tabelle giebt sowohl 
ber die genannten Verhältnisse, als auch über die an 
chrauben und glatten Bolzen gebräuchlichen Abmessungen 
.ufschlufs. 

Erwähnt sei noch, dafs man für Schrauben mit flach- 
ingigem Gewinde die Anzahl der Gänge halb so grofs, als 
ir Schrauben mit dreiseitigem Gewinde nimmt. 

In neuerer Zeit hat man, besonders für Mechaniker- 
ewinde, Tabellen aufgestellt, welche eine bestimmte Gang- 
ihl pro cm anstatt pro Zoll angeben. Derartige Ge- 
inde lassen sich jedoch , ohne Anwendung besonderer 
bersetzungsräder, auf den gewöhnlichen Drehbänken nicht 
;hneiden. 
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9,8 
12,7 

19,1 
22,5 
2S,4 
28,9 
31.8 
35,2 
38,1 
41,6 
44,5 
47,9 
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In nachstehender Tabelle sind die Anzahl der G-ängel 
n auf 10 mm Bolzenlänge bei einem Durchmesser Toa| 

d mm angegeben. 

Ist d = 6 . 8 . 10 ■ 12 ■ 15 ■ 18 . 21 . 24 ■ 27 ■ 30 l 
so wird D = 7.6. 5^. 5.4^. 4.3f. 3. 3.2i| 

Ist d = 34 ■ 38 ■ 42 ■ 46 . 50 . 55 . 6 Q ■ 65 ■ 70 . 75 
so wird n = 2i . 24 . 2^ . 2i . H . U . U . 15 . 1| . If 1 
In den Maschinenfabriken Bchneidet man die Schrauben 1 
regelmäfaig nach "Whitworth-Skala. wobei man sich ge- 
wöhnlich der den Drehbänken mitgegebenen, im voraus speziell 
für jede Drehbank berechneten Tabellen bedient, welche die 
zur Erreichung einer vorgeschriebenen Ganghöhe z' 
wendenden Wechselräder genau bezeichnen. 
Übangsbelspiele : 

1) Auf einet Drehhaok, deren Leitepiiidel '/<" Ganghöhe hat, aoU | 
eitle Schraube mit II (jänjren pro Zoll geschnitten werden. Wie viel 
Zähne muh das auf die Laitapindel zu steckende Rad haben, « 
Zähnezahl des Triebes zu 16 aagenonamen wird? 

Lösung': b = 66 Zähne. 

2) Welche GanRhühe hntt« die Leitspindel einer Drehhank, wi . „ 

mittelst derselben eine Schraube mit 1 B (iänKen pro Zoll geschnitten wurde. 
Ou Kad anf der Leitspindei hatte 64 Zähne und das Trieb lü Zähne? 

Lösung: h=i'/i" Ganghöhe. 

3) Auf einer Drehbank sitzt ein Trieb mit 24 Zähnen, auf der Leit- 
spindel ein Rnd mit 108 Zähnen; die Leitspindel hat '/«" Ganghöhe. 
Wie viel Gänge auf 1" erhält die zu schneidende Schraube? 

Lösung; X =^ fl Gänge, 

4) Aof einer Drehbank soll eine Schraube mit 18 Gängen pro 1" 
Eieachuitten werden. Welche Ganghöhe erhält die Leitspindel, wenn a ^= 40; 
b^60; ai^2l); bi =^ l'JO angenommen werden? 

Lösung: h^'/«" Ganghöhe. 
I 5) Bei einer Drehbank sind ({Pgebei^ a = 20i h=60; ai=30and 

I bi = 90, Die Ganghöhe der Leitspindel beträgt '/*"■ ^'^ viel Gänge 

auf 1" erhält die zu schneidende Schraube? 
I Lösung: x i^ 36 Gän^re. 

6) Eine DrehbHnk habe eine Leitspindel mit '/•" Ganghöhe. Das 

Sad auf der Spindel habe 20 Zähne, das Sad auf der Leitspindel 80 Zähne; 

das Rad auf der Vorgelege welle 60 Zähne. Bb soll eine Schraube mit 

24 Gängen geschnitten werden. Welche Zähnezahl erhält das Trieb auf 

der Vorgelege welle? 
I Lösung: a, ^ 10 Zähne. 

^^^H Einundzwanzigstes Kapitel. 

^^^ Berechnung der Pumpen. 

Um Wasser oder andere Flüssigkeiten auf beliebige Höhen 
, zu heben und dann eventuell noch woiter zu befordern, dienen als 
bestes und bewährtestes aller bekannten Mittel die Pumpen. 
Es sollen in Folgendem nur die sogenannten Kolben- 
pumpen — Maschinen, welclia awB C'jVTOtiCTu \>^'eX^^'^, Sä 
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denen sich zweckmäfaig konstruierte Kolben bewegen, durdi 
welche das Wasser oder eine andere zu hebende Flüssigkeit 
angesaugt und dann weiter fortgeschafft wird — einer ein- 
gehenden Besprechung unterKOgen werden und die erfo^de^ 
liehen Berechnungen sich hauptsächlich auf die zu lieferode 
Wassermenge, die wichtigsten Abmessungen, und auf die zum 
Betriebe einer Pumpe erforderliche Arbeit erstrecken. 

Man unterscheidet einfachwirkende und doppelt- 
wirkende Kolbenpumpen, je nachdem die Pumpe bei einem 
Hin- und Hergange des Kolbens einmal oder zweimal 
"Wasser ansaugt und weiter drückt. 

Für die einfachwirkende Kolbenpumpe müfste das 
Wasserquantum , wenn die thatsächlichen Verluste durch 
Zurückfliefsen einer geringen AVasaermenge durch die Ventile 
nicht vorhanden wären, gleich dem Inhalte des von dem 
Kolben durchlaufenen Baumes sein. 

Bezeichnet man mit 

Qt die pro Kolbenhub angesaugte Wasserraenge in cbm; 

d den Durchmesser des Kolbens in ra ; 

s den Kolbenhub in m, so ist; 

Qt= —T^ . s Kubikmeter. 

Diese sogenannte theoretische Wassermenge ist jedoch 
der schon erwähnten Verluste wegen zu grofs. 

Um die effektive, d. i. die in der That von der Pumpe 

gelieferte Wassermenge zu finden, mufs man den in vo^ 

stehender Gleichung für Qt gefundenen Wert mit einem 

Koeffizienten c, welcher den Wirkungsgrad oder das Güte- 

Yerhältnis der Pumpe angiebt, multiplizieren. Man setzt: 

Für sorgfältig ausgeführte Pumpen: c = 0,95. 

„ gute „ c = 0,90. 

„ gewöhnliche „ c ^ 0,80. 

Dementsprechend wird die pro Kolbenhub von einer 
Pumpe- gelieferte effektive Wassermenge: 

Q, = c . ^-^ - . s = 0,785 . G . d' . s Kubikmeter : 
oder, da ein cbm = 1000 I ist: 
Qe = 1000 . 0,785 . c . d* . s = 785 . c . d» . a Liter. 

Bezeichnet man mit 

n die Anzahl der Doppelhübe des Kolbens pro Minutfi, 
so macht derselbe deren in einer Sekunde ^ und ergiebt sich 
somit die pro Sekunde von der Pumpe zu liefernde WaBse^ 
menge Q„ zu: 
Q, = 0,785 . c . d*^ . s . -p = 0,785 . c . d' . ^ Kubikmeter. 
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Nach Formel 7) ist aber die mittlere Kolbengeschwindig- 
keit V = • q' ° , also umgekehrt der Wert ^ = ^; mithin er- 
hält man auch: 

Qg = 0,785 . c . d^ . ^ Kubikmeter. 

Nimmt man noch,, um ganz sicher zu gehen, c = 0,8 an^ 
so folgt aus den vorstehenden Gleichungen: 

Qs = 0,785 . 0,8 . d« . ^^. 

= 0,011 .d^.n.s Kubikmeter 169) 

= 11 . d^ .n . s Liter. 

= 0,785 . 0,8 . d^ J. 

= 0,314 . d^ . V Kubikmeter 170) 

= 314.d^v Liter. 

Der Durchmesser des Pumpencylinders berechnet 
sich nach Formel 169) wie folgt: 

d = T/_^ — = 9,5.l/-^ Meter . . .171) 

V 0,011 . n . 8 ^ f n . 8 

Aus Formel 170): 

d = T/-^ = 1,785. T/^ Meter . . .172) 
r 0,314 .V r V 

Ferner entwickelt sich aus Formel 169) der Kolbenhub 
8 zu: 

s= nnH^!q — = 90,9.;t^- Meter 173) 

0,011. d^.n ' a".ii ^ 

und aus der vorstehend angegebenen Gleichung für v zu: 

s = ?^ Meter 174) 

n ^ 

Es empfiehlt sich, den Kolbenhub möglichst grofs zu 
nehmen, da jeder Wechsel der Kolbenbewegung mit Kraft- 
verlusten verbunden ist. 

Die Höhe des Hubes für gewöhnliche Handpumpen 
schwankt zwischen 0,15 m bis 0,3 m. 

Den Saug- und Druckrohren giebt man in der Regel 
gleiche Durchmesser, d. h. sie erhalten gleiche Querschnitte, 
welche man bei langen Leitungen gewöhnlich = ^, bei kurzen 
jedoch ^ bis ^ des Kolbenquerschnittes macht. Die Saug- 
leitungen sind stets nach der Pumpe zu ansteigend zu legen. 

Die Höhe, bis zu welcher eine Pumpe "Wasser ansaugen 
kann, die sogenannte Saughöhe, ist abhängig vom Kolben- 
hube und vom schädlichen Räume, d. i. demjenigen Räume, 
welcher sich zwischen dem Kolben in seiner tiefsten Stellung 
und dem geschlossenen Saugventile befindet. 
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Berücksichtigt man, flafa durch den mittleren Luftdradt 
nur einer Wassersäule von 10.336 m das Gleichgewicht ge- 
halten werden kann, mit anderen Worten, dafs das Wasser 
im luftleer gedachten Saiigrohre durch den auf dem «anzen 
Wasserspiegel lastenden Atmosphären druck nur auf die ge- 
nannte Höhe steigen würde, so folgt, dafs im günstigsten Falle 
der Knllien in seiner tiefsten Stellung nur rund 10 m über 
dem Wasserspiegel sich befinden dürfte. 

Der Einflufs des schädlichen Kaumes, des Ventil gewichtes 
{welches das steigende Wasser mit heben mufs"). der TJn- 
gleichmäfsigkeit des Ätmosphärendruckes und der Wider- 
stände, welche das steigende Wasser in den Eohrleituugen 
zu überwinden hat, bedingt jedoch, dafs der Kolben nicht 
10 m, sondern 

für gute Pumpen nur 7 m bis 8 m und 
„ gewöhnliche Pumpen nur 5 m bis 6 m 
vom Unter Wasserspiegel entfernt sein darf. 

Die Druckhöhe ist jedoch eine beliebige; das Waaser 
über dem Kolben kann bei genügendem Kraftaufwande be- 
liebig hoch gedrückt werden. 

Die Geschwindigkeit des angesaugten Wassers' 
— 0,7 m bis 1,3 m pro Sekunde — mufa stets gröfser sein 
als die Kolbengeschwindigkeit, damit das Wasser dem Kolben 
folgen und dieser sich so nicht etwa von dem nachfolgenden 
Wasser trennen kann. Es entsteht in diesem Falle zwischen 
Kolben und Wasseroberfläche ein luftverdünnter Raum, welchei 
das Wasser sofort ausfüllen wird, wenn der Kolben, nahe 
dem Ende seines Hubes eine langsamere Bewegung annimmt. 
Das Wasser prallt dann ziemlich heftig gegen den Kolben 
unfl verursacht dadurch den sogenannten Wasserschlag. 

Gebräuchliche Koibengeschwindigkeiteu sind: 

Bei guten Pumpen 0,2 m bis 0,3 m pro Sekunde; 
„ gewöhnlichen Pumpen 0,3 in bis 0,4 m pro Sekunde. 

Gegen das Schlagen vorhandener Pumpen hilft man 
sich durch Beschweren der Punipenventile, durch Vergrofserung 
der Saugrohre und durch Anbringung von Saug- und Druck- 
windkesseln, 

Der Inlialt eines Windkessels soll gleich dem 4 — C fachen 
Inhalte des Pumpenc_vlinders sein. 

Bei Feststellung der Gröfse der Ventilquerschnitte 
ist darauf zu achten, dafs dieselben grofs genug sein müssen, 
um das Wasser gleichmäfsig, d. h. ohne Beschleunigung durch- 
Der freie Durchgang derselben mufs dafaa 
mindestens gleich dem Qü&vac\\T\i\.\.a iet "fi,sfeTe 
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- 209 — 

Bezeichnet man mit 

d, den Durchmesser der Ventilöffnung in i 
F den Querschnitt der Bohre in qm ; 

f die Fläche des Ventilführungsstegea, ebenfal ls in | 

qm, 80 folgt : 

^^^ = F+f. 



-Y^^ 



+ fi--t 




d, = 1, 13. /P + f Meter 175) 

Sobald __das Wasser das Ventil passiert hat, mufs es 
durch eine OiFnung = dem Umfange des Ventiles und der 
Hubhöhe h desselben == h . dj , yr in das über dem Ventile 
befindliche Druckrohr gelangen. Die genannte Öffnung mufs 
natürlich, um dem "Wasser freien Durchgang zu gestatten, 
gleich dem Ventilijuerschnitt sein, woraus 

h . d, . ff ^ ^■-~ folgt. Mithin ; 

h = ^==i.d, 176) 

Dieser Wert gilt speziell für das Kegelventil; dasselbe 
mufs nach der vorstehenden Rechnung einen Hub erhalten, 
dessen Höhe ^ | seines Durchmessers ist. 

Bei den Klappenventilen ist für die Gröfse des 
freien Durchganges der Ausschlagwinkel derselben mafagebend. 
Nach Grove folgt für diesen Winkel ;': 

1) Rechteckige Klappe: 

^^^ Sind a und b die Seiten des Rechtecks, so ist für 
^H E" = ^ "^^^ Winkel y = 33" 

^ =J „ „ y = 39» 

= i „ „ Y = iS'' 

2) Halbrunde Klappe: ;■ = 52" 

3) Kreisrunde Klappe: y = 33** 

Um eine bestimmte Wassermenge Qi cbm ia einer 

' Sekunde auf eine Höhe von H Meter zu heben ist theoretisch, da 

1 cbm Wasser = 1 000 kg wiegt, eine Arbeit von 1 000 . Q, . Hkgm 

erforderlich. 

Bezeichnet man mit 

Qs (vergl. Formel 169 und 170) das pro Sekunde 
zu hebende Wasserquantum in cbm; 

H die Summe der Saug- und Druckhohen, 
80 ist die pro Sekunde erforderliche Betriebsarbeit in 
l Pferdestärken: 

WtiBkeri a. Stolle. ».iBOhineiiieclinen. '^^ 
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^B A = ^^l}}^ _ c = 13,3 . Q. . H . c Pferdestärken*) . . 177) 
^^H wenB c einen Erfalirungskoeffizieuten bedeutet, welcher 
^^H für sorgfaltii; ausgeflibrte Pumpen c = l,?ä 

^H » gute c = 1,30 

^^H „ gewöhnliche c<;^l,4 bis 1,5 

^^H zu setzen ist. 

^H^_ Für die doppelt wirkende Kolbenpumpe raufs 

P unter sonst gleichen Verhültnissen, und da die Pumpe sowobl 

f bei dem Hingänge als auch bei dem Hergange des Kolbens 

Wasser ansaugt, die pro Sekunde zu liefernde Waasermenge 
doppelt so grofs, als bei der einfach wirkenden Kolben- 
pumpe sein. 

! Unter Beibehaltung der früheren Bezeichnungen folgt 
demnach aus Formel 169): 
Q» = 2 . 0,011 . d^ n . 8 = 0,022 . d^ n . s Kubikmeter . 178) 
= 22. d^n.s Liter. 
Aus Formel 170): 
Q, = 2 . 0,314 . d^ V = 0,638 . d^ v Kubikmeter .... 179) 
= 628. d*. F Liter. 
Für den Durcbmesaer des Purapenkolbens ergiebt sich 
aus Formel 178): __ 
d = l/p^li^ = 6,74 .|/^ Meter ... 180) 
Aus Formel 179): 
d = '|/-^^= 1,263.]/^ Meter 181) 
Der Kolbenhub berechnet sich aua Formel 178) zu: 
' = o.üj;'''d..„ °^^'^-a?^ ""'" 182) 

Über die Aufstellung und Inbetriebsetzung der Wasser- 
pumpen ist noch Folgendes zu bemerken; 

Die Aufstellung der Pumpen in vertikaler Entfernung 
vom niedrigsten Wasserstand bis zum Druck Ventilsitz — 
Saugehöhe — soll, wie schon erwühnt, nicht mehr als 6 bis 
7 m betragen, geringere Entfernung ist nur vorteilhaft, wenn 
die Pampen leicht und sicher arbeiten sollen. Bei mehr als 
15 m Entfernung des Aufstellungsortes der Pumpe von der 
Saugestelle in horizontaler Richtung, ist die Saugehöhe ent^ 
sprechend zu reduzieren. 

Auf die Dichtheit der Saugeleitung ist die gröfste Sorgfalt 



^^ sprechen' 
^K Auf 
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und am Ende derselben mit einem Saugekorb 
aÜ "Fnrsventil zu versehen. Die Saugeleitung ist stets nach 
er Pumpe zu ansteigend zu legen. 

Um die Dichtheit der Saugeleitung zu prüfen, nimmt 
an das Saugeventil heraus und füllt die Leitung auf, es 
irf dann während ca, einer Stunde keine wahrnehmbare Äb- 
ihme des Wassers stattfinden. In der gesamten Rohrleitung 
- Sauge- wie Druckleitung — sind scharfe Krümmungen 
lÖglichst zu vermeiden. 

Bei Dampfpumpen sind die Dampfzuleitungsrohre vor 
ibetriebsetzung der Pumpen mit Dampf gut auszublasen, 
m die Rohre von allen Rückständen — Sand, Hammer- 
ihlag etc. — zu befreien, damit diese nicht mit in Sohieber- 
isten und Dampfcylinder gerissen werden. 

Die Ventilgehäuse der Pumpen sollen möglichst freiliegend 
ad leicht zugänglich angeordnet werden, um ein etwa not- 
flndiges Nachschleifen der Ventilkegel leicht bewerkstelligen 
I können 

Beispiele:*) 

1) WeleheBtheoretische WasserqaaotuinQtiiiBrseineeinfaehwirkende 
olbenpnmpe pro Hub liefern, wenn dieselbe einsD Kolben durehmesaer 
= 0,08 m and einen Kolbenhub =0,200 m besitzt? 

Das WasBerquantum muh frleich dem Inbalte des von dem Kolben 
irchiaufenen Raumes sein, folglich: 

q, = -"■.. _ MIÄ- . 0,2 = 0,001 cbm = 1 Lit.,. 

2) Wie grofe ist daa pro Sekunde gelieferte, effektive Wasser- 
jantnm, wenn die genannte Pumpe 30 Eübe in der Uinute nacht? 

Aus Formel 169) folgt: 

Qb = 0,01 1 . d' . n . B = 0,01 1 , 0,08» . 30 . 0,2. 

= 0,0004 cbm = 0,4 Liter. 

3) Wie grofs ist hierbei die mittlere Kolbengeach windigkeit? 

v = ilil^^l^ = 9!^i-0^0am. 
60 30 30 

4) Eine Pumpe hat einen KolbendurchmeBser von 0,12 m und 
neu Kolbenhub von 0,'2b tn. Dieselbe liefert Im 20 Kolbenspielen in der 
inote 0,045 cbm ^ 45 1 Wasser. Wie viel Prozent (°/o) beträgt diese 
'assermenge von der tbeoretiachen ? 

Die theoretische WasBermenge pro Minute ist; 

Qt = ^^~ . B . n = -hlh^ilj^ . 0,25 . 20 = 0,0ft7 cbm = 57 Liter. . 

Das Verhältnia der beiden Wassennengen ist mithin: 
QB:Qi=45:b7; folglieb der Wirkungsgrad: 

c^j-=^0,79; d, b. ciie effektive Wassermenge be- 
igt nur — = 79''/<. der theoretischen. 



") Vergleiche auch Beispiele unter „Mechanisühe Arbeit" Seite 174.)j 
14.+ , 
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5) Wie grofa ist der Kollienhub einer doppelt wirkenden PompB, 
wenn dieselbe bei einem Kolbendurchroeaeer von 0,3 m und 40 Doppel- 
hüben in der Minate 0,024 cbm Waaser pro Sekunde liefert? 

Aus Formel 183] folgt: 

8 = 45,5 . ^-^ = ib.h . -Q-f/^y = 0,303 m = 303 mm. 

6) Das Säugventil einer Pumpe bat eine freie DurcbgangBoffaiug 
von &0 qcm Inhalt. Wie grofa iat der Hub dea Kegel ventiles? 

Der einem Querachnitt von 50 i]cni entsprechende Durchmeaser iit 
= 8 cm (siehe Tabelle im Anhang), Äua Formel 176)ergiebt aiehdemnacli: 



7) Eine Dampfmaschine von 6 Pferdestärken treibt eine Pumpe, 
welche pro Minute ein Waaaerquantum von 3,5 cbm auf eine Höhe von 
9 m fördert. Wie grofs iat der Wirkungaffrad dieser Pumpe ? 

Nach dem auf Seite 209) Gesagten ist die Arbeit der Pumpe p« 
Sekunde: 

A = 1000 . Q. . H = lIMp ■ i'ö ■ ^ ^ ^'^ ^^"^■ 
Die Arbeit der Dampfmaschine pro Sekunde ist aber : 
Ä = 6.75= I50kgm; 
mithin der Wirkungsgrad; 

• = ■1=".- 

Es gehen demnach 1,U0 — 0,83 = 0,17 = IT^/o der von der Dampf- 
maschine thataächlich geleisteten Arbeit durch Reibung u. a. w, verloren. 

8) Wie viel Pferdeatärken sind erforderlich, um mit einer Pumpe 
stündlich 120 cbm Waaaer aaf eine Höhe von 50 m zu heben, wenn C 
zu 1,3 angenommen wird? 

Das pro Sekunde au hebende Waiserquantuin iat ^= -ej^---cfj = 
0,033 cbm; mithin nach Formel 177): 

A = 13,3 . y, . H . c = 13,3 . 0,033 . 50 . 1,3 = 28,5 Pferdestärken. 
Vbun^belsplele : 

1) Welche theoretische Waseermenge Qi liefert eine einfach wirkend« 
Pumpe, deren Kolbendurchmesser 80 mm und deren Hub 300 vm '" 
trügt, bei jedem einzelnen Hube? 

Lösung: Qt = 1,51 Liter. 

2) Welche effektive Wasaermenge Q,6 liefert dieselbe Pumpe 
jedem Hube, wenn o = 0,8 angenommen wird? 

Lösung: Qe = 1,31 Liter. 

3) "Welche effektive WaasermengQ Qo liefert dieselbe Pumpe M 
20 Hüben, wenn sie doppelt wirkend isti* 

Lösung: Q» ^ 48,4 Liter. 

4) Wieviel Liter Wasser liefert effektiv eine einfach wirkende 
Pumpe in einer Stunde, wenn der Durchmesser dea Kolbens 140 mm 
and dessen Hub 420 mm beträgt, und wenn die Pumpe 12 Kolbeaapialt 
in der Minute macht? (c = 0,8.J 

Löaung: Qa = 3912 Liter, 

5) Ein doppelt wirkendes OeMäae von 1,3 m Cvlinderdurcbmeasor 
und i,7ä m Kolbenhub macht 18 Eolbenspiele in der Minute. Wie grob 
■"' die pro Sekunde gelieferte ÜieoreUatfae ^wiitofto^e!' 




6) "Wekhe Zeit t braucht eine doppelt wirkende Punipe von 500 mm 
olbendurchmesier und I4C0 mm Hublänge bei 10 Kolbenapielen in 
ST Minute, um einen "Waaserbehalter von 6 m Durchmesaer und 2,5 m 
5hH voUltoDimen mit Waiser zu füllen? (e = 0,8,) 

Lösung: t := 1ö,l Minuten ^ 16 Min. 6 Sek. 

7) Welchen DurehmeaBer d mufa der Cylinder einer doppelt wirkenden 
nmpe erhalten, wekhe bei 10 Kolbenspielen in der Minut« und einer 
nblange von 0,5 oi ein effeklives WaaBerquantuni yon 300 Liter liefert? 

Lösung; d = 213 mm. 
R) Ein Wasserbehälter von 4 m Länge, 3 ra Breite und 3,5 m 
ölie soll durch eine einfach wirkende Pumpe in 30 Minuten gefüllt 
erden. Daa Äastinfarohr der Pumpe befindet sich 15 m über dem 
ledrigsten Waste rspiegel. Wie grofs ist die aufzuwendende Arbeit in 
Terdealärken, welche der Betrieb dieser Pumpe erfordert? 
Losung: A = 3,33 Pferdestärken. 



Zweiundzwanzigstes Kapitel. 
Berechnung der Riemen. 

Nachdem bereits in Kapitel XV, Seite 127) die Be- 
ichnuug der Durchmesser uud der ÜbersetzungsverhältniBae 
;r Riemen Scheiben besprocheu wurde, ist es noch notwendig, 
e Bestimmung der Riemenabmeasungen selbst kennen zu 
rnen. Da die Kiemendicke durch die Beschaffenheit der zur 
eiatellung der Riemen yerwendeten Häute innerhalb gewisser 
renzen vorgeschrieben ist, wird es sich unter Zugrundelegung 
ner bestimmten Dicke des Riemens namentlich um die Berech- 
ing der dieser Dicke entsprechenden R i e m e o b reite handeln, 

Bezeichnet man mit 

N die Anzahl der zu übertragenden Pferdestärken; 

P den am Umfange der Scheibe wirksamen, zu über- 
tragenden Druck in kg ; 

E den Halbmesser der getriebenen Scheibe in mm ; 

V die Riemengeach windigkeit in m pro Sekunde; 

n die Anzahl der Umdrehungen der getriebenen Scheibe 
in der Minute; 

d di» Dicke } <'"' '''»™'" " """' 
iat für die Geschwindigkeit des Riemens:*) 

75 . N = P . V. 



•) Es sind z.B. 5 mm = j^ ra; mithin: 

R mm = jj^j— m. Deraentapreuhend nach Formel i] 
nrn d ^ S . B Besetzt wird ; 

liijL^— — a . R _ a . R^^ n^ 
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^^V Multipliziert man beide Gleichungen., so folgt: 




^V P = 71C900.^. 


i 

i 


^H Da der Riemen in erster Linie auf absolute B'estigkeit 


3 


^H beansprucht wird, so ist sein Qnersclinitt F der auf ihn ein- 




^H wirkenden Kraft direkt proportional, (Vergl. Kapitel XVIII, 1.) 


1 


^H Es ist mithin auch: 


i 


^m P^F.k^b.d.k 


1 


^H wenn k einen Erfabrungskoeffizienten bedeutet, welcher = 0,100 


i 


^H bis 0,125 kg pro qmm Kiemenquerschnitt ist. 


{ 


^H Setzt man die beiden vorstehenden Werte von P einander 


i 


^m gleich, so folgt: 

^B b.d.k = 716200.:^, mithin: 






H ^-A-^16200.^„. 




■ h = ji^. 716,2.(1000.^) ...183) 




^H Für einfache Riemen von 4 bis 8 mm Dicke ergieht äieh 




^^ auf Grund vorstehender Formeln folgende Tabelle: 




Sienen- 
Iniim 




k = 0.100 ie viB i=>B 


k = 0,1B5 H p« qaD 




Ü.1 


£:»ffi 
■s.ir 

inits in ig 






bare Eiaft 

''si.iiien" 
bieite in kg 


QM.iEte 
filiertrmg- 

p"lB lg 


Werl. «I 




50 


4 


0,4 


20 


0,0279 


0,500 


25,00 


O,0J49 




L HO 


4 " 


0,4 


24 


0,0335 


0,500 1 30,00 


0,0419 




^K 


5 


0,5 


35 


0,0489 


0,625 


43,75 


0,0611 




^H 


5 


0,5 


40 


0,0558 


0,625 


50,00 


0,0698 




^H 


6 


0,6 


54 


0,0754 


0,750 


67,50 


0,0942 




^H 100 


6 


0,6 


60 


0,0837 


0,730 


75,00 


0,1047 




^H 110 


6 


0,6 


Ü6 


0,0922 


0,750 


82,50 


0,1152 




^H 




0,7 


84 


0,1173 


0,875 


103,00 


0,1466 




^H 130 




0,7 


91 


0,1271 


0,875 


113,75 


0,1580 




^H 




0,7 


98 


0,1368 


0,875 


122,50 


0,1710 




^H 




0,7 


105 


0.1466 


0,875 


131.25 


0,1833 




^m 160 




0,7 


n-2 


0.1564 


0,875 


140,00 


0,19» 




^H 




0,7 


126 


0,J759 


0,875 


107,50 


0,2)99 




^H 'joo 




0.7 


140 


Ü,19fi5 


0,875 


175,00 


0,21H. 




^V 


8 


0,8 


200 


0,2793 


1,000 


250 


0,3491 




^^ 300 


8 


0,8 


240 


0,3351 


1,000 


300 


0,1189 




r 350 


8 


0,8 


280 


0,3910 


1,000 


350 


0,4087 




1 400 


8 


.0,8 j 320 


0,4468 


1,000 


400 


0,5585 




L- 450 


8 


0,Ö 360 [ 0,M2T 


1,000 


450 


0,628J 




^K 500 i 8 


1 0,8 ; 400 \ 4i;bM& ' \,Wft\'y*i \ «ÜKtt, 


1 



Gelangen Doppelriemen zur Anwendung, so erhalten die- 
selben das 0,7 fache der für einfache Riemen berechneten 
Breite; man vertoeide für derartige Riemen die Scheiben - 
durchmesser zu klein zu nehmen. 

Die Breite der Riemenscheibe sei um ^ der Breite des 
zugehörigen Riemens gröfser als dieser. Ist die Scheibe ge- 
wölbt, so soll die Wölbung nur ^V der Riemenbreite betragen, 
da im anderen Falle leicht am Scheitel der Wölbung eine be- 
deutende Vergröfserung der Spannung eintritt, wodurch im 
Riemen Risse entstehen, welche die Dauer seiner Betriebs- 
fahigkeit bedeutend verkürzen. 

Beispiele: 

1) Wie breit mufs ein 6 mm dicker Riemen sein, welcher 3 Pferde- 
starken bei 75 Umdrehungen pro Minute auf eine Riemenscheibe von 
450 mm Halbmesser übertragen soll? 

Nimmt man k zu 0,1 an, so folgt aus Formel 183); 

u "^Iß'^ .^^ N 716,2 .__^ 3 ,_ 

b = -=— Y- . 1000 . ^ = -~-r . 1000 . .,,, ^- = 106 mm. 

d . k R . n 6 . 0,1 450 ♦ 75 

AVollte fiian den Wert nach vorstehender Tabelle bestimmen, so ist 

N S 

der Wert 1000 . -rz = 1000 . ,^^ ^v - = 0,0888 zu berechnen und findet 

K . n 450 . 75 ' 

man, da in der 5. Spalte dieser Wert zwischen denen der 6. und 7. Zeile 

von oben liegt, die entsprechende Riemenbreite b auch zwischen den 

Werten der 6. und 7. Zeile der ersten Spalte Heftend. Diese Werte 

sind aber 100 und 110 nfm; mithin der in der Mitte liegende Wert 

= 105 mm. 

2) Zum Betriebe eines Sägegatters ist eine Arbeitsleistung von 
6 Pferdestärken erforderlich. Eine auf der Kurbelwelle des Gatters sitzende 
Riemenscheibe von 400 mm Halbmesser soll 140 Umdrehungen pro Minute 
machen. Wie breit mufs der 6 mm starke Kiemen werden? 

Nimmt man hier k:= 0,125 an, so folgt aus Formel 183): 

^ = x¥'lQQQ♦-^ = Ä^fe'lQQQ' ^nn^.n = ^^"^ 102 mm. 
d . k R . n 6 . 0,1-^5 400 . 140 

Der Wert 1000 . j^ = 1000 . 77^-777^ = 0,1072 ergiebt nach der 

K . n 400 . 140 

Tabelle ziemlich genau dasselbe Resultat. 

3) Auf der Welle eines Vorgeleges sitzt eine Riemenscheibe von 
150 mm Halbmesser, welche 400 Umdrehungen pro Minute macht und 
«inen Ventilator mit 2000 Umdrehungen pro Minute treibt. Zum Be- 
triebe des Ventilators sind 4 Pferdestärken notwendig; wie grofs sind 
die erforderlichen Riemenabmessungen, wenn die Riemenscheibe auf dem 
Ventilator 60 mm Halbmesser hat? 

Um die Riemenabmessungen nach der Tabelle zu bestimmen, be- 
rechne man: 

a) für die Riemenscheibe des Vorgeleges den Wert 

1000.^=1000.^^ = 0,0667. 

Setzt man hier k = 0,125, so bedingt die T^^b^lV^ «vw^xsl Ejäxsä^x 
YOD rund 80 mm Breite und 5 mm Dicke-, 
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b) für die Riemeoscbeibe auf dem Ventilator den Wert 

Setzt man hier k = 0,100. so bedingt die Tabelle einen Riemen 
60 mm Breite und 4 mm Dicke. 

4) Wie viel Fferdeiiärken älierträgt ein 'JbO mm breiter und 6nim 
dicker Riemen, wenn der HalbmesHer der getriebenen Scbeibe = 600 (wn 
und die Umdrehangen zd 120 pro Uinnte angenommen werden? 

Ana der vorBtehend entwickelten Formel: P = 716200 , ^ — 

folgt, wenn den Riemenabme saun gen entsprechend, nach der Tabelle 

P = aOÜ kg and k ^ Ü,1U0 angenommen werden: 

„ P.R.n aOO.600.120 . nn or . .•■ , 

^= mm = —116200-="''^ ^^ Pferdeatarken. 

5) Wie grofs ist hierbei die Kieme ngesch windigkeit v in Heier 
pro Seknnde? 

Aus der Formel für die Biemengesch windigkeit ; P . v ^= ?5 . N folgt: 
_7&.^_7^20_ 

V- P ~ .^m -'.■'™- 

UbnngHbelsplele: 

1) Wie stark mufs' ein IfiO mm breiter Riemen werden, welcher 

6 Pferdestarken bei SO Umdrehungen pro M.inute auf eine Riemenacheiba 
?on 5W) mm Halbmeaaer übertragen soll? (k = ü,IOO.) 

Losung : d ^7 mm. 
2j Von derKurbelwelle einer ^ Pferdestärken leistenden Dampfmaschine 
wird eine Vorgelegewelle angetrieben, auf welcher eine J.20üinm im Durch- 
ineseer haltende Kiemenecheibe sit/t. Welche Breite erhält der zum Be- 
triebe dieser Vorgeleüe welle dienende Riemen, wenn die Welle 90 Um- 
drehungen pro Minute macht? (k = U,100,) 

Lösung: b^llümm. 

3) Wie viel PferdeBtärken können durch einen 200 mm breiten und 

7 mm starken Riemen übertragen werden, wenn der Halbmesser der ge- 
I triebenen Seheibe zn 500 mm and die Anzabl der Umdrehungen pro 
, Minute zu lf>0 angenommen werden? (P^140 kg; k=jO,l.J 

Lösung: 14,? Pferdestärken. 

4) Ära Umfange einer ßiemenseheibe wird durch einen Kiemen 
lin Zug von tiO kg ausgeübt and durch diese Eraft eine Arbeit von 
i Pferdestärken geleistet. Wie grofa ist die Riemengesch windigkeit li 
m pro Sekunde? ^^ 

Lösung; v ^^^ 10 m. ^^| 



Dreiundzwanzigates Kapitel. I 

Berechnung der Zahnräder. 

Die Zahnräder dienen zur Übertragung der drehenden , 
Bewegung von einer Welle uuf eine andere derart, dafs die 
Zähne des einen aicli drehenden Radea, in die Zahnlücken ' 
des anderen eingreifen und ao auf dieses die Bewegung fort- 
pßaüxea. 




1 Mascliinenbaii ft;rtigt man die Zühae zweier zuäacnmen ^^^| 
j]der Kader entweder an beiden Rädern aus Eisen, in 1 

I 



arbeitender Kader entweder an beiden Rädern aus Eisen, 
welchem Falle die Räder Eisenräder genannt werden, oder 
88 erhält nur das eine Rad eiserne, das andere dagegen 
hölzerne Zähne, in welchem Ealle die Kader Holz-Eise n- 
räder heifsen. 

Die aus den Radmittelpunliten beschriebenen, sich be- 
rührenden Kreise eines Käderpaares, welche jederzeit gleiche 
Umfangsgeschwindigkeiten*) haben, und welche man als die 
Berührungsk reise der noch nicht mit Zä,hnen versehenen Räder 
betrachten kann, nennt man Teilkreise. Auf diesen wird 
die Teilung, d. i, die Entl'ercung von der einen Flanke einea 
Zahnes bis zur entsprechenden des benachbarten Zahnes 
(Fig. 106) aufgetragen, und mufs dieselbe für je zwei zu- 
sammen arbeitende Räder stets gleich grofs aein. Die Zähne- 
zahlen stehen somit in demselben Verhältnis wie die Umfange, 
oder die Durchmesser, oder die Halbmesser der zugehörigen 
Teilkreise; d. h. besitzt ein Zahnrad von 10 cm Teilkreis- 
durchmesser 2f) Zähne, 6o mui's ein mit diesem in Eingriff 
stehendes Kad von 30 cm TeilkreisdurchmesHer, da der letztere 
Durchmesser '6 mal gröfser ist als der erstere, auch 3 mal 
soviel Zähne, also = 3 ■ 25 ^= 75 Zähne erhalten. 

Für die Berechnung der Zähne der Zahnräder bezeichnen 
t die Teilung, | 

Z die Zähnezalit. > des Hades; 

R den Teilkreishaibmesser in cm | 
P den Zahndruck in kg = 7162Ü . -^-^ (siehe 

Kap. 32, Seite 214 und Anmerkung Seite 221); 
8 die Zahnstärke auf dem Teilkreise gemessen ; 
b die Zaimbreite ; 
1 die Zahnlänge; 

N die Anzahl der zu übertragenden Pferdestärken; 
n die Anzahl der Umdrehungen pro Minute, 
Um die Beziehungen zwischen Z, t und R festzustellen, 
gebt man von der Thatsache aus, dafs das Produkt aus 
Zähnezahl und Teilung gleich dem Umfange des 
zugehörigen Teilkreises ist. Es wird mithin: 

Z , t = 2 , R . « _ . , . 184) 

Folglich: t=^—^-.)t 18Ö) 




I 



'; Vergl. Seite 129.) 



^B Um 
^^^^ Zahlen zu 



Um für den Halbmeseer der Räder raogiichst bequeme 

^Zahlen zu erhalten, wählt man die Teilung stets ata ein 

Vielfaches der Zahl ii, welche Forderung Formel 185) 

bereits zum Ausdruck hringt. Zur Vereinfachung der für die 

vorstehenden Formeln erforderlichen Berechnungen diene nach- 

. stehende Tabelle : . 



— T !■ t 



: 3,yi97, o.'-'iiio, 7 
3,5014 0,'JS5U,, 6 
:i,1831 0,31421 5 



,'..-(il8! 0,3491 4,5 1,4324 

:.',.".l(ir)j 0,3927 4,0 1,2732 

I ;i,;iJö:> 0,44W 3,5 1,1141 

1,9099 Ü,523ü 1 3,0 0,9549 

1,5915 0,6283l 2,6 0,8276 



-r !' 



0,6931 
0,7854 
0,8976 
1,0472 
l,a083 



0,7003 
0,5730 
0,4775 
0,3Ö20 



Erscheinen die Werte von t nicht in so abgerundeten 
Werten, wie dies in vorstehender Tabelle der PaJl ist, so 
kann die folgende benützt werden: 



1 
1 

I 



t ± t 




t 


t 


t 


t 


t 


t 


14,1372 4,5 8,7965 
12,5664 4,0 7,8540 
11,3097 3,6 6,9115 
10,0531 3,2 6,2832 


2,8 
2,5 
2,3 
2,0 


5,6549 
5,0265 
4.3982 
3,7699 


1,8 
1,6 
iA 
1,2 


3,1416 
2,8374 
2,5133 
2,1991 


1,0 
09 
0,8 
0,7 


l,8ffi0 
1,5708 
1,2566 
0,9125 


0.6 
0,5 
0,4 
0,3 



Beispiele: 

]) Ein Rad von 90 cm Teilkreiahalbmesaer hat eine ' 
cm. Wie viel Zähne erhält das Ädd? 
Aus Formel 187) folgt: 

Z = 2 . R . — = ;-=■ = 162 Zahoe. 



3,5 



2) Wie grofs 
ser von 60 cm u 
Aua Formel 18! 



st die Teilung, w 
d 80 Zähne hat? 
folgt: 
. R 



1 Rad einen TeilkreiBtialli- 



,3,14 




80 



= 4,71 em. 

Teilung erhalten. Wie grofs 



3) Ein Rad soll 70 Zahne und 3 
st der TeilkreisbalbmeBBer? 

Für t^^^H giebt die erste der beiden vorstehenden Tabell 

Wert - = 0,9549; mithin nach Formel 186): 

R = I- . -^ = 35 , 0,9549 = 33,43 cm. 

4) Welche ZähnezaW eihm ein B*d von 60 cm Teilkre 
lesser bei ö cm Teilung? 
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7t 

Für t = 5 giebt die vorgenannte Tabelle den Wert — = 0,6283 ; 
es folgt demnach ^Mfi Formel 187 j: 

Z = 2 . R . ~ = 2 . 60 . 0,6283 = 75 Zähne. 

5) Bei der Aufnahme eines vorhandenen Rades wurde die Teilung 
durch Rechnung zu 2,1991 cm ermittelt. Wie grofs wird der Teilkreis- 
halbmesser eine« neuen Rades von 60 Zähnen? 

Für die genannte Teilung giebt die letzte Tabelle den Wert — = 

0,7; mithin nach Formel 186): 

R = ^ . — = 30 . 0,7 = 21 cm. 

6) Für ein neu zu konstruierendes Zahnrad sind die Teilung t = 
1,2 TT und der Teilkreisdurchmesser zu 120 cm vorgeschrieben. Wie grofs 
ist die Teilung in cm und wieviel Zähne erhält das Rad? 

Für den Wert — = 1,2 ergiebt sich aus der letzten Tabelle 

Seite 218) die Teilung t = 3,7699 cm. 

Für Z folgt aus Formel 187) unter Benützung der genannten 
Tabelle- 

Z=2jJ5 = ^ =100 Zähne, 
t 1,2 




Bei Feststellung der Haupt- Fig. 106. 

abmessungen der Zähne geht 
man, indem man die Verhält- 
nisse berücksichtigt, unter 
denen die Räder arbeiten, 
von der Zahnstärke s, d. i. 
der Stärke des Zahnes auf w ♦/' / 
dem Teilkreise gemessen, aus. ^'^/^/ 

In der Praxis ist es viel- '^^ 
fach üblich, die Abmessungen 

der Zähne auf die Teilung zu beziehen; die gebräuchlichen 
Werte sollen mit angeführt werden. Nennt man wie früher, 
die Teilung t, so wird die Zahristärke 

1) bei Eisen auf Eisen: 

Für roh bleibende Zähne s = -r^ . t 188) 

folglich: t = 2,l.s 189) 

„ bearbeitete Zähne 8=^.t bis-grr-.t . 190) 

2) bei Holz auf Eisen: 

i f\ 
Für den Eisenzahn s = -^q- . t = 0,4 . t . . . 191) 

23 
„ „ Holzzahn b = -^.\. "SSf^ 
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Die Zahnwurzel, d. i. die Länge des Zahnes zwischen 
Fufskreis und Teilkreis, wird: 

1, = 0,4 . t = GM . a 193) 

Die Zahnkrone, d. i. die Länge des Zahnes zwischen Teil- 
RWeis und Kopfkrets, wird: 

1, =0,l}.t = 0,fi3.a 194) 

Aus Formel 193 und I94-) folgt mithin für die-Ziihnlängel: 
l=lj-)-l, = 0,4.t + (J,a.t 

^ =Ü.7.t= 1,47. s 195) 

Femer ergiebt sich der tangentiale Spielraum zwischen 
zwei unbearbeiteten Zähiien = -^-jr- = 0,105 . b; 
[zwischen zwei bearbeiteten Zähnen = -tjt- =^ 0,053 . s. 
\ Der Spielraum in radialer Richtung = -t-t- ^ 0,21 , s. 

Für die Zahnbreite b, welche gewöhnlich gleich der fiid- 
l breite ist, sind die Betriebs-Verhältniase, unter denen die 
I Eäder zur Verwendung gelangen, mafsgebend. Mau aeUt 
|sach Grove: 

für laußsam laufende Räder; 
(z. B. Räder an Aufzugm aachin en.) 
für Transmissionsräder mit rasche- 
rem Gange und nicht bearbeiteten 
Zähnen. 

für schnell laufende Räder mit be- 
' arbeiteten oder durch Maschine ge- 
formten Zäiinen. 

desgl. bei sehr genauer Ausführung 
und nicht zu starker Teilung. 



2.t bis 2,5.t\ 

4.2. B „ 5,3.: 

2,Ö , t bis 3 . 

5.3 . s „ 6,3 . : 

3 . t bis 3,5 . 

6.3. B „ 7,4. 

3,5 . t bis 5 . 

7.4 . s „ 10,5 . 



Zur Ermittelung der Zahnatärke s denke man sich den 
ungünstigsten Fall, dafs die Kraft P nicht, wie üblich, im - 
Teilkreiae, sondern an der höcbsteo Kante der Zahnkrone ^ 
angreift, und dafs die Zahnstärke am Fufse des Zabnea, d. h. — 
da, wo derselbe am Radkranze haftet, gleich derjenigen im^ 
Teilkreise sei. Man kann alsdann jeden Zahn als ein Prisma^ 
betrachten, dessen eines Ende belastet und dessen andere^s 
Ende am Zahnkranze festgehalten wird. Nach den bei Be — 
Bprechung der Biegungs festig keit aufgestellten Formeln (Tabelle»! 
I auf Seite 162 und 163) folgt für diesen Fall: 

P.l=W.k = — ^-.k, und damit: 

6 ■ 1 

^wenn k gleich dem Koeffizienten der Biegungafestigkeit für 
V ^a faeisep ist. Setzt man in die vorstehende Gleichung den 
vert für 1 aus Formel l9v)) ^ i.,4"! -^ ^^i ^"^ V\-s&-. 



P = -^--r • k = ß— j-tt — . K, woraus 

b.8=^?^ folgt 196) 

Den KoeffizieDten k, d. i. die zulässige Belastung pro 
1 qcm, setzt man: 
k = 450 — 350 kg für Räder an Aufzugmaschinen, also solchen 

mit geringen Geschwindigkeiten; 
k a= 300 — 250 kg für ruhig gehende Transmissionsräder mit 

mittlerer Geschwindigkeit ; 
k = 200 — 180 kg für Transmissionsräder mit gröfserer Ge- 
schwindigkeit und solche, welche mäfsigen 
Stöfsen ausgesetzt sind ; 
k= 100—80 kg für Räder, welche starke Stöfse erleiden, 

oder welche sich in der Nähe grofser 
Schwungräder befinden. 
Nimmt man für Windenräder k = 350 kg und b = 
2.t = 4,2.8 an, so ergiebt sich aus Formel 196): 

b . s = — -j^ — oder 4,2 . s^ = — or^» folglich: 

8« = 0,00 59 . P . 

8 = l/ 0,0059 . P = 0,08 . 1/P cm 197) 

Setzt man in Formel 197) den Wert P = 71620.-1,— 

K . n 

^iD, 80 wird :*) 

8 = 0,08 . l/ 71620 . -J— = 0,08 . 268 . ]/ -^ 

f K . n r K . n 

= 2t,4.l/-^^ cm 198) 

Um für schneller laufende Transmissionsräder, 
welche mäfsige Stöfse erleiden, die Zahnstärke zu finden, er- 
hält man, wenn k = 180 kg und b = 3.t = 6,3.s angenommen 
werden, aus Formel 196) : 

b.sx= -^,-- oder 6,3. s^= -i^t-> folglich: 

8« = 0,0079 . P und 
8 = 1/ 00079". P = 0,09 . 1/ p" cm 199) 

<>der wenn man auch hier P = 71620 . ^ö^ setzt: 

«=* 0,09. T/ 71620. "^=24,1. l/^ cm 200) 

r R.n r K.n 

rn Für langsam laufende, oder starken Stöfsen ausgesetzte 
"^^ftnsmissionsräder würden zur Berechnung von s die dies- 

fiK *) ^®^^^- ^®^*® 2^^ ""^ ^^'^)- ^®^ ^^^^ 7J6200 mufs hier in 71620 
"^J^hen, da bei Zahnrädern R in cm gegeben ist. 



f 

^^^P I) Für den auf Seite [03, Beispiel i) in seinem Vorgelege berech- 

^^^P tieten Erahn sollen die Zahnstärken bestimmt werden, 
^^^ft Die Zahndrucke wurden ermittelt za: 

w 
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bezüglichen "Werte von k und li in Formel ]96) einzusetzen, 
und dann gtnau wie vorstehend zu verfahren sein, 

Beispiele; 



x=130 kg und y = :^00 kg. 
ergiebt sich demnach für das Trieb anf der Kurbelwelle und da« Rad 
anf der Vorgelege welle nach Formel 197): 

a = 0,08 . i/F = 0,08 . i/l2Ö = 0,88 cm ; 



^ 



ferner für das Trieb auf der Vorgelege welle und daa Rad auf der 
Trommel welle: 

,, si=:0,Oa.!/F= 0,0». 1^300 = 1,4 cm. 

I^^^H 2) Welche Abmessungen erhalten die Zähne der Räder d«r snf | 

^^^ Seite 102, Ueispiel 1) berechneten Winde? I 

^^^1 Der Druck zwischen den Zähnen wurde dftselbst lu 133,3 kg ge- I 

^^^P fuaden; es ergiebt eich mithin aus Formel 197): J 

f^^ » = 0,08 . i/P = 0,08 . v'i3Hß = 0,9 om, ^^B 

Es folgt demnach ^^^H 

aus Formel 189): Teilung t = 3,1 . a = 2,1 . 0,9 = 1,9 cni.-^^H 
„ „ 135}: Zflhnlänge 1 ^0,7 . t = 0,7 . 1,9 = 1,3 cm. ^^M 

„ und Zahnbreite b = 2 .t = 2 .1,9 = 3,8 cm. f 

3) Für die auf Seite 103, Beispiel 3) berechnete Winde aolten die 
Zahudimensionen und die Zahnezahlen der zugehörigen Räder emitlelt 
werden.*) 

s) Der Druck zwischen den Zähnen des Triebes auf der Kurbel- 
welle nnd denen des Rades auf der Vorgelege welle iet der Rechnung ent- 
sprechend = 160 kg; es wird mithin: 
1^^ 8 = 0,08. l/F= 0,08. 1/160 = 1 cm, folglich: 

^^L Teilung t — 3,1 . s — 9,1 . 1 =2,1 om. 

^^M Zahnlänge 1 = 0,7 . t^0,7 .2,1 = 1,5 om. 

^H Zahnbreita b = 2 . t = 2 .2,1 ^4,2 om 

^^B Die Zähnezabl für das Trieb ist nach Formel 187]: 




Z = ^^'- = • ' = 18 Zähne; 

die Zähnezahl für das Rad ist: 

„ 2.R,.^ a. 50. 3,14 ,,„ _.., 
Zi = — = —— — = 149 Zahne, 

b) Der Druck zwischen den Zähnen des Triebes auf der Vorgelege- 
welle und denen des Rades auf der Tromraelwelle ist der Rechnung ent- 
sprechend ^ 800 kg, es wird mithin' 



*) Bei geuBuer Berechnung der Zahnezahlen nach den gegebenea 

Werten der Halbmesser der Triebe und Räder zeigt sich, dal's die Zäbne- 

' lahlen keine ganzen Zahlen werden. Da jedoch unbedingt ganse Zahlen 

erzielt werden müssen, so würden nach den ermittelten Eähnezahien di* 

^ Halbmesser entsprechend zu korrigieren sein; das Beispiel soll also hier 

r den Gang der Rechnung lür äWVw^ii: BaWe Via.v\e^fc^ \i-a4 sind in 

J folgenden Beispielen richtige "Ver\i«,\Vn\BBB \i\ 'Äfc\,Tadift. ^^taiin^. 
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8 = 0,08 . l/F = 0,08 . l/'8ÖÖ r= 2,3 cm ; folglich ; 

Teilung t z= 2,1 . 8 = 2,1 . 2,3 = 4,8 cm. 
Zahnlänge 1 = 0,7 . t :^ 0,7 . 4,8 = 3,4 cm. 
Zahnbreite b =r 2 . t = 2 . 4,8 = 9,6 cm. 

Die Zähnezabl für das Trieb ist nach Formel 187): 

t 4,o 

3 Zähnezahl für das Rad mufs, da sich dessen Halbmesser zu dem des 

iebes wie — =:z - == 6 verhält, 6 mal so grofs als die des Triebes, d. i, 

6.13 = 78 sein. 

4) An der 30 cm langen Kurbel einer Wagen winde wirken 2 Ar- 
iter zusammen mit 30 kg Druck. Die Zahnstange, welche durch ein 
ieb bewegt wird, ist mit 300 kg belastet; welche Abmessungen erhält 
9 Trieb? (Siehe Beispiel 5,- S. 104.) 

Es ist der Halbmesser des Triebes r= ' ' = 3 cm; folglich: 

8 = 0,08 . l/P = 0,08 . ]/m =: 1,4 cm. 

Teilung t = 2,1 . s =: 2,1 . 1,4 = 2,9 cm. 

Zahnbreite b = 2 . t = 2 . 2,9 ^^ 5,8 cm. 

Zähnezahl Z = '^'\' "" ::^ g^AlJÜi ^ 6,5. 

Die Zähnezahl 6,5 ist jedoch unmöglich; rundet man dieselbe auf 
ab und nimmt man die Teilung = 2,8274 = 0,9 . jt, so wird nun der 
lilkreishalbmesser des Triebes nach Formel 186): 

r= — . ^r= 3,5. 0,9 = 3,15 cm. (Vergl. Tabelle Seite 218.) 

5) Ein Rad von 50 cm Halbmesser soll 25 Pferdestärken mit 
Umdrehungen übertragen. Wie stark werden die Zähne und wie 

dCs wird die Teilung? 

Aus Formel 200) folgt^ 

s = 24,1 . 1/ J^ = 24,1 . 1/ _?5._ = 3,1 cm. 
' r R.n ' r 50.30 

t = 2,1 . s = 2,1 . 3,1 = 6,5 cm (Formel 189). 

6) Für 2 Eisenräder ist das Übersetzungsverhältnis 1 : 3 gegeben. 
IS Trieb hat einen Halbmesser = 40 cm und soll auf das zweite Rad 

Pferdestärken mit 36 Umdrehungen übertragen. Wie gestalten sich 
jrbei sämtliche Verhältnisse? 

Man bestimme zunächst nach Formel 200) die Zahnstärke: 

8= 24,1. T/ ^ =24,1.1/ _^=2,8 cm. 
r R.n r 4U.36 

Aus dieser erhält man die Teilung nach Formel 189): 

t = 2,1 . 8 = 2,1 . 2,8 = 5,9 cm. 

Um nun für die Teilkreisdurchmesser und die Zähnezahlen ganze 
hlen zu erhalten, korrigiere man die Teilung auf t = 2 . tt == 6,2832. 
ergeben sich alsdann: 

Aus Formel 188): Zahnstärke s = ^ . t -- ^^^-^^^ -- 2,9 cm. 

40 40 

Aus Formel 187): Zähnezahl Z = -iff- = — ^ = 40 Zähne. 

Vi <w 

71 
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IFolglith: Zähneeuhl des Rades Z,=40.3 — 121 Zähne. 

Teilkraiahalbnieafler des Rades R, ^ 40 , 3 — 1 30 em ; ferner; 
AuB Forme! 19;^): Zahnwurzel 1, =0,4 . t = 0,4. 6;2a?2=^2.5 oia. 
„ 194): Zahnkrone 1, = 0,3 . t = 0,3 .6,2832 = 1,9 cm, 
„ „ 19?t): ZBlmlänge 1 =0,7 .t = 0,7 . 6,2852 =4,4 cm. 

Sind die Zähne unbearbeitet geblieben, so wird der langentiRie 
Jäpielraum : 
l='!!?^?B^O,a cm, and der radiale: 



1 



6.28.12 



I 



Zahnbreite: 3 . t = 3 , 6,2832 = 19 cm. ^M 

7) Für ein Paar HolK-Eisenräder wurde die Teilung t^2,8..T = 
'65 ermittelt. Wie grofa sind die ZahnstSrken en nehmen? 
Für den Biseniiahn wird nach Formel 191): 
16 . 16.8,7965 „, 
^ = 4Ö-^ = ^4^ = 3-^''""'''^ 
fiir den HolüMhn nacli Formel 199): 

53 g3.a,796S 

■ = Jo-' = -To— = ''™"- 

ßbim^Bbe! spielet 

11 Ein Stirnrad hat einen Teilkreiahalbmeaaer von Hb t-m und eine 
Teilung t = 4,5 cm. Wieviel Zahne erbült das Rad? 
Lösung: Z = 1 18. 

2) Welchen Teilkreishalbmesser erhült ein Rad. wenn di« Zähnfr 
eahl »;z:i64 und die Teilung- t^ 2,6 cm betragen soll? 

Lösung: R^265 mm. 

3) Welche Zähnezalil erhült ein Rad, wenn dasselbe einen Töl- 
kreiahalbrnsaser von 75 cm und eine Teilung von 3,5 cm erholten aoH? 

LÖBungi Z^ J3Ö. 
i) Zwei parallele Wellen sollen durch zwei Stirnräder von 24 und 
120 Zühnen verbunden werden ; die Mittenentferming der beiden Well« 
betrage 84 cm. Welchen TeilkreiBbalhmesser und welche Teilung e^ 
halten die beiden Räder? 

Löaung: R = 110 bezw. 700 mm; t= 3,7 cm. 
5) Ein Stirnrad soll einen Zahndruck von 600 kg aufnehmen; v'a 
grofa mufa die Teilung bei diesem Rade genommer werden? 
Losung: t =4,2 cm. 
6} Durch ein auf einer Wasserrad welle sitzendea Zahnrad von4iii 
Durehmeaaer, welchea 6 Umdrehungen pro Minute macht, aollen 40 Pferde- 
stärken auf eine andere Welle übertragen werden, welche 30 Umdrehungen 
pro Minute machen soll. Welche Abmeasungen erhalten die Zähne, ani 
welche Zähne?,ahlen erhält das Rad auf der Wasserrad welle bezw. 



Triebwelle? 

Lösung: B = 44 mm;z=l,lfi. 
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Anhang. 



1) Tabelle 

der 

lächeninhalte, Oberflächen, Rauminhalte und Schwer- 
punktslage von Flächen und Körpern. 



'vH 



v.> 



Körper 


riimiimiiüuii 




Schwerpunkts! 




/4f\ 


, -¥■ 




Sd = '/' t^; 


' 








r (• + «.1. 




^-V^h 


" i— -- 








^^''■^■ 




= 0,4244 . r. 


.-r„i„r'-^ 




•f) Jlrr: nauoicAmf/. 


--¥■ 




^=i'T' 




S'HfrriMi^hHHt. 


b.r-,.(r-h 
2 




F = Fläobe; 
B = Sehne. 






ej C,/.-.rf 




Mantel M 
= a.«.r.h 

=».a.h. 


= 0,?83 d» . h. 






^: 


(-> 


.4 










)//ßiifyA-. 


ai-t 


M = ,.r(h+h,). 


. ..-.'■+'■■. 




SS: 








i 







Innerer + äuTse- 
fer Mantel = 

2.».ll.(l+T,) 




V" 
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Körper 



Flächeninhalt 



Hauminhalt 



Schwerpunktslage 



' Ku^^l. 




J^ M^i^yehtuoochtttif. 




F = 4 . TT . r^ 
= 12,566 . r« 



F = 



TT.r 



2 • 
. (4 . h + 8). 



I=-.7r.r' 
= 4,189 . r« 



=. 0,5236. d«. 



^ Ifut/eia6ickneit . 




i) ICcot/eirufftf . 



.—ä..^.a...^ 



r 



— r 

-«I 
I 



1«.— r___^' 



'j;/'. 



ri o t/ttt. 



F = 2.7r.r.h 



TT 



= g.(8«+4.h«). 



F = 2 . r . ;r . h. 



i\ 






'*) Ptfrtrmcüie 




') Hegel • 




Jr-cT* 



^0/hge9ftttnf9//€ 




Oberfläche = 

Summe der sechs 

Rechtecke. 



Kegelmantel F 
= TT .r . s = 

TT . r . /Fä-+p; 



Sind die 

Endflächen = F 

und f 

dann ist 



I = ^.?r.r^.h 
= 2,0944 r« . h. 






+ 3.b»=h»). 



ss-l- ('-!)■ 



Länge x JBreite 
X Höhe. 



I = ^ X Grund- 
fläche. 



I = - X Grund- 
fläche. 






So 
'2.r 



3 
4 



/2.r — h2\ 
Vs.r-h/* 



So = v* . h. 



So = ^U.h. 
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Körper 



Flächeninhalt 



Rauminhalt 



Schwerpunktslj 



<» / I \ I 








v ch. ^ 




4--*t-- 








* — d — 



^' 



rtr__* 



Mantel = ;r . s , 
.(R + r). 



Mantel = Summe 
der 4 Trapeze. 



I = (R2 + r« + 
D« + d« + d.D 



12 

. ;T . h. 



Mantel = Summe 
der 2 Trapeze 
und der beiden 
Seitendreiecke. 



F = 4 . TT« . R . r 

= 39,478 . R . r 
= 9,87 .D.d. 



I=g.|2a+ai).b 
+ (2ai + a).b,|. 



I=(2a+ai).^. 



I = 2 . rr« . R . r« 
= 2,46t . D . d2. 



1 = 1,10453.1. 

(0,4 . D* + 0,2 . 

D.d+0,15.d»). 



2) Tabelle 

der 

enz^n, Wurzeln, Kreisumfänge und Kreisinhalte der 

Zahlen 1,0 bis 100,0. 



^- 




— 


933 - 


-^^ 


^^^ 


'^"Tl 


■— 






— 5 








m^ 


n» 


„. 


/n 


h' 


... 


"T 


^m^ 


0,00 


0,000 


0,00000 


0.00001) 1 


0,00000 


0,000000 


^m oi 


0,01 


0,001 


0,31623 


0,46416 


0,31416 


0,007854 


^m 0.2 


0,04 


0,008 


0,44721 


0,58480 ! 


0,62832 


0,031416 


^B 0,3 


0,09 


0,027 


0,54772 


0,66943 


0,94248 


0,070686 


^ o'a 


0,16 


0,064 


0,63346 


0,73681 


1,2566 


0,125664 


0.8 


0,25 


0,125 


0,70711 


0,79370 


1,5708 


0,196350 


0,6 




U,216 


0,77460 


0,84343 


1,8850 


0,282743 


0,7 


0,49 


0,343 


0,83666 


0,88790 


2,1991 


0,384845 


0,8 


0,64 


0,512 


0,89443 


0,92832 


2,5133 


0.502655 


^m_ 0,9 


0,81 


0,729 


0,94868 


0,96549 


2,8274 


0,636173 


B !'<> 


1,00 


1,000 


1,0000 


1,0000 


3,1416 


0,78540 


^M ^''■ 


1,21 


1,331 


1,0488 


1,0323 


3,4558 


0,95033 


^H 1,3 


1,44 


1,728 


1,0954 


1,0627 


3,7699 


1,13097 


^B 1.3 


1,69 


2,197 


1,1402 


1,0914 


4.0841 


1,32732 


H ^'^ 


1,96 


2,744 


1,1832 


1,1187 


4,3982 


1,53938 


^1 1,5 


2,23 


3,375 


1,2247 


1,1447 


4,7124 


1,76715 


^1 1,6 


2,b6 


4,096 


1,2649 


1,1696 


5,0265 


2,01062 


H l.T 


a,89 


4,913 


1,3038 


1,1935 


5,3407 


2,36980 


■ 


3,24 


5,832 


1,3416 


1,2164 


5,6549 


2,54469 


■ 


3,61 


6,859 


1,3784 


1,2386 


5,9690 


2,83529 


W 


4,00 


8.000 


1.4142 


1,2599 


6,2832 


3,14159 


:d,i 


4,41 


9,261 


1.4491 


1,2806 


6,5973 


3,46361 


2,2 


4,84 


10,648 


1,4832 


1,3006 


6,9115 


3,80133 


2,3 


5,29 


12,167 


1.5166 


1,3200 


7,2257 


4,15476 


2,4 


5,76 


13,824 


1.5492 


1,3389 


7,5398 


4,52389 


^ 3,5 


6,25 


15,625 


1,5811 


1,3572 


7,8540 


4,90874 


^h 


6,76 


17,576 


1,6125 


1,3751 


8,1681 


5.30929 


^H 


7,29 


19,683 


1.6432 


1,3925 


8,4823 


5.72555 


^B 


7,84 


21,952 


1,6733 


1,4095 


3,7965 


6.15752 


^K 


8,41 


24,369 


1.7029 


1,4260 


9,1106 


6,60530 


■ 


9,00 


27,000 


1,7321 


1,4422 


9,4248 


7,06858 


^B 


9,61 


29,791 


1,7607 


1,4581 


9,7389 


7,54768 


^H 


ll),24 


32,768 


1.7889 


1,4736 


10,053 


8.04248 


^M 


10,89 


35,937 


1,8166 


1,4888 


10,367 


8.55299 


^M 


11,56 


39,304 


1,8439 


1,5037 


10,681 


9,07920 


^m 


12,25 


42,875 


1,8708 


1,5183 


10,996 


9,62113 


^M 


12,96 


46,656 


1,8974 


1,5326 


11,310 


10,1788 


H 


13,69 


50,653 


1,9235 


1,5467 


11,624 


10,7521 


^B 


14,44 


54,872 


1,9494 


1,5605 


11,938 


iU4ll 


^B 


15,21 


59.319 


1,9748 


1,5741 


12,252 


11,9459 


■ 


16,00 


61,000 


2,0000 


J,5874 


12,566 


12,5664 


^H 


16,81 


68,921 


2,02.18 


1,6005 


12,881 


13,2025 


^B 


17,64 


74,088 


2,0494 


1,6134 


13,195 


13,8544 


^B 


18,49 


79,507 


2,0736 


1,6261 


13,509 


14,5220 


^B 


19,36 


85,184 


2,0976 


1,6386 


13,823 


15,2053 


^B 


20,25 


91,125 


2,1213 


1,6510 


14,137 


15,9043 


^B 


21,16 


97,336 


2,1448 


1,6631 


14,451 


16,6190 


^B 


22,09 


103,833 


2.1679 


1,6751 


14,765 


17,.3494 


^B 4,8 


23,04 


110,592 


2,1909 


1,6869 


15,080 


18,0956 


^1 s,o 


34,01 


117,649 


2,mtt 


1.6985 


15,394 


18,8574 


25.0Ü 


125,000 


a.K6\ 


\ \,l\Wl 


■4 


SSlS?!;*« 



1 


1 
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5-10 


- 




•m 






.. 


/n 


/n 


n.„ 


-f^ 


6,0 


25,00 


125,000 


2,2361 


1,7100 


15.708 


19,6,350 ^" 


s'i 


26,01 


132,651 


2,2583 


1,7213 


16,022 


20,4283 


5,2 


27,04 


140,608 


2,2804 


1.7325 


) 6,336 


21,2372 


5,3 


28,09 


148,877 


2,3022 


1.7435 


16,650 


22,0618 


5.4 


29,16 


157,464 


2,3238 


1,7544 


16,965 


22,9022 ^- 


5,5 


30,25 


166,375 


2,3452 


1,7652 


17,279 


23,7583 ^M 


5,6 


31,36 


175,616 


2,3664 


1.7758 


17,593 


24,6301 ^M 


6,V 


32,49 


185,193 


2,3875 


1,7863 


17,907 


25,5176 ^M 


5,8 


33,64 


195.112 


2,4083 


1,7967 


18,221 


26,4208 ^M 


5,9 


3^,81 


205,379 


2,4290 


1,8070 


18,535 , 


27,339? ^H 


6,0 


36.00 


216,000 


2,4495 


1,8171 


18,850 


28,2743 ^M 


6,1 


37,21 


226,981 


2,4698 


1,8272 


19,164 


29,2247 ^H 


6,a 


38,44 


238,328 


2,4900 


1,8371 


19,478 


30,1907 ^M 


6,3 


39,69 


250,047 


2,5100 


1.8469 


19.792 


31,1725 ^M 


6,4 


40,96 


262,144 


2,5298 


1,8566 


20.106 


32,1699 ^M 


6,5 


42,25 


274,625 


2,5495 


1,8663 


20,420 


33,1831 ^M 


6,6 


43,^6 


287,496 


2,5690 


1.8758 


20,735 


34,2119 ^M 


6,7 


44,«9 


300,763 


2,5884 


1,8852 


21,049 


35,2565 ^M 


6,8 


46,24 


314,432 


2,6077 


1,8945 


21,363 


36,3168 ^M 


6,9 


^7,6t 


328,509 


2,6Jba 


1,9038 


21,677 


37,3928 ^H 


!,0 


49,00 


343,000 


2,6458 


1,9129 


21,991 


38,4845 ^ 


^.' 


50,41 


357,911 


2,6646 


1,9220 


22,305 


39,5919 


7,3 


51,84 


373,248 


2,6833 


1,9310 


22,619 


40,7150 


7,3 


53,29 


389,017 


2,7019 


1,9399 


22,934 


41,8539 


7,4 


54,76 


405,224 


2,7203 


1,9487 


23,248 


43,0084 ^j 


7,5 


56,25 


421.875 


2,7386 


1.9574 


23,562 


44,1786 ^M 


7,6 


57,76 


438,976 


2,7568 


1,9661 


23,876 


45,3616 ^H 


7,7 


59,29 


456,533 


2,7749 


1,9747 


24,190 


46,5663 ^H 


7,3 


60,84 


474,552 


2,7928 


1,9832 


24,504 


47,7836 ^H 


7,9 


62.41 


493,039 


2,8107 


1,9916 


24,819 


49,0167 ^H 


S,0 


64,00 


512.000 


2.8284 


2,0000 


25,133 


50,2655 ^M 


8,1 


65,61 


531,441 


2,8461 


2,0083 


25,447 


51,5300 ^M 


8,2 


67,24 


5fSt,368 


2,8636 


2,0165 


25,761 


52,8102 ,^H 


8,3 


68,89 


571,787 


2,8810 


2,0247 


26.075 


54,1061 ^H 


8,4 


70,56 


592,704 


2,8983 


2,0328 


26,389 


^H 


8,6 


72,25 


614,125 


2,9155 


2,0408 


26,704 


56,7450 ^H 


8,6 


73,96 


636,056 


2,9326 


2,0488 


27,018 


58,0880 ^H 


8,7 


75,69 


658,503 


2,9496 


2,0567 


27,332 


59,4468 ^M 


8,8 


77,44 


681.472 


2,9665 


2,0646 


27,646 


60,8312 ^H 


8,9 


79,21 


704,969 


2,9833 


2,0724 


27,960 


62,2114 ^M 


»,0 


81,00 


729,000 


3,0000 


2,0801 


28,274 


63,6173 ^M 


9,1 


82,81 


753,571 


3,0166 


2,0878 


28,588 


65,0388 ^M 


9,2 


84,64 


778,688 


3,0332 


2,0954 


28,903 


66,4761 ^M 


9,3 


86.49 


804,357 


3,0496 


2,1029 


29,217 


67,9291 ^H 


9.4 


88,36 


830,584 


3,0659 


2,1105 


29,531 


69,3978 ^M 


9.5 


90,25 


857,375 


3,0822 


2,1179 


29,845 


70,8822 ^H 


9,6 


92,16 


884,736 


3,0984 


2,1253 


30,159 


72,3823 ^H 


9,7 


94,09 


912,673 


3,1145 


2,1327 


30,473 


73,8981 ^H 


9,8 


96,04 


941,192 


3,1305 


2,1400 


30,788 


75,4296 ^H 


9,9 


98,01 


970,299 


3,1464 




?.\,\«l 




»»,» 


100,00 


(000,000 


3,162a 


\ ^YM'f. 






^^. 






^_ 


,. . ^^ 



^^M 


B 


n 
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1 


q 


^^p^l 






10— i5 




^ 




■^ 


n- 


n» 


/n 


3 


.., 


~r 


^^a 10,0 


10U,00 


1000,000 


3,1623 


2,1514 


31,416 


78,539« 


^H 101 


102,01 


iO3O,:(0i 


3,1780 


2,4616 


31,730 


80,1185 


^H 10,2 


104,04 


1061 ,308 


3,1937 


2,1687 


32,04* 


«1.7128 


^H 103 


J0fi.O9 


Li)9'>,737 


3,2094 


2,1757 


32,358 


83,3229 


^B 10,1 


10Ö,1G 


1124,864 


3,2249 


2,1828 


32,673 


84,9187 


^B io,B 


- 110,25 


1157,625 


3,2404 


2,1898 


32,907 


86,&B01 


^H 


112,36 


1191,016 


3,2558 


2,1967 


33,301 


88.2473 , 


^H 


1H,^9 


1225,043 


3,2711 


2,2036 


1 33,615 


89,9.'Ö2 1 


^H 


ll(i,64 


lJ59,7ia 


3,2863 


2,2104 


1 33,929 


91,6088 ' 


^H 


118,61 


1235,029 


3,3015 


2,2172 


34,243 


93,3133 


^B 11,0 


121,00 


1331,000 


3,3166 


2,2239 


34,558 


mjmi 


^v 


]23,ai 


1367,631 


3,3317 


2,2307 


34,872 


96,7689 


^™ 11,2 


12M4 


1404,938 


3,3466 


2,2374 


35,186 


98,5303 , 


11,3 


127,69 


144,2,897 


3,3615 


2,2441 


35,500 


100,287 j 


11,4 


129,96 


1481,544 


3,3764 


2,2506 


35,814 


102,070 : 


II 11,5 


132,25 


1520,875 


3,3912 


2,2572 


36,128 


103,869 


11,6 


134,56 


1560,896 


3,4059 


■-'2637 


36,442 


106,683 


11,7 


136,89 


1601,613 


3,4205 


2,2702 


36,757 


107.513 


11,8 


139,:'4 


1643,032 


3,4351 


2,2766 


37,071 


109.359 


11,9 


141,61 


1685,159 


3,4496 


2,2831 


37,385 . 


111,220 


12,0 


144,00 


1728,000 


3,4641 


2,2891 


37,699 


113,097 , 


12,1 


146,41 


1771,561 


3,4785 


2,2957 


38,013 


114,990 . 


12,2 


148,84 


1815,848 


3,4928 


2,3021 


38,327 


116,899 


12,.3 


151,29 


! 860,867 


3,5071 


2,3084 


38,642 


118,823 


12,4 


153,76 


1906,624 


3,52M 


2,3146 


38,956 


120,763 ■ 


12,» 


156,25 


1953,125 


3,5355 


2,3208 


^9,270 


122,718 


12,6 


158,76 


2000,376 


3,5^96 


2,3270 


39,581 


124,690 


12,7 


161,29 


2048,383 


3,5637 


2,3331 


39,898 


126,677 


12,8 


163,84 


2097,152 


3,5777 


2,3392 


40,212 


128,680 


12,9 


166,41 


2146,689 


3,5917 


2,3453 


40,527 


130,698 


18,0 


169,00 


2197,000 


3,6056 


2.3513 


40,841 


132,732 


13,1 


171,61 


2248,091 


3,6194 


2,3573 


41,155 


134.782 


13,2 


174,24 


2299,968 


3,6332 


2,3633 


41,469 


136,818 


13,3 


176,89 


2352,637 


3,6469 


2,3693 


41,783 


138.929 


13,4 


179,56 


2406,104 


3,6606 


2,3752 


42,097 


141,036 


13,5 


182,25 


2460,375 


3,6742 


2,3811 


42,412 


143,139 


13,6 


1S4,96 


2515,456 


3,6878 


2,3870 


42,726 


115,267 


13,7 


187,69 


2571,353 


3,7014 


2,3928 


43,040 


147,411 


13,8 


190,44 


2628,072 


3,7148 




43,354 


149,571 


13,9 


193,21 


2685,619 


3,7283 


2,4044 


43,668 


151,747 


14,0 


196,00 


2744.000 


3,7417 


2.4101 


43,982 


153,93« 


14,1 


198,81 


2803,221 


3,7550 


2,4159 


44,296 


156,145 


14,2 


201,64 


2863,288 


3,7683 


2,4216 


44,611 


158,368 


14,3 


204,49 


2924,207 


3,7815 


2,4372 


44,925 


160,608 


14,4 


207,36 


2985,984 


3,7947 


2,4329 


45,239 


162,860 


' 14,5 


210,25 


3048,625 


3,8079 


2,4385 


45,553 


165,130 


14,6 


213,16 


3112,136 


3,8210 


2,4441 


45,867 


167,416 


. "■' 


216,09 


3176,523 


3,8341 


2,4497 


46,181 


169,717 


^ «.s 1 


219,04 


3241,792 


S,8^11 


■i,455a 


46,496 


172,034 


^il 


223,01 


3307,949 




y ■i,«ßT 


\^&\Ö 




225,00 


3375,000 


\ %!&<(.% 


\ *.-l,\1\ 



■ 


r 




2.Hä - 

15 -yo 




^ 


^B 








/T 


, 




^^^T'^^^H 


" 


"' 




/¥ 


n.n 


~4~ ^1 


15,0 


aa5,ou 


3375,000 


3,8730 


2,4662 


47,1?4 


176,715 ^H 


l[..l 


228,01 


3442,951 


3,8859 


2,4717 


47,438 


179,079 ^H 


15,2 


231,04 


3511,808 


3,8987 


2,4771 


47,752 


181,458 ^H 


15,3 


234,09 


3581,577 


3,9115 


2,4825 


48,066 


183,854 ^H 


15,4 


237,16 


3652,264 


3,9243 


2,4879 


48,381 


186,265 ^H 


15,5 


240,25 


3723,875 


3,9370 


2,4933 


48,695 


188,692 ^H 


v>,e 


aJ3,36 


3796,416 


3,9497 


2,4987 


49,009 


191,134 ^H 


1S,7 


240,49 


3869,893 


3,9623 


2,5040 


49,323 


193,593- ^H 


15,8 


249,6 i 


3944,312 
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73,5 


5402,25 


397 065,375 


8,5732 


4,1 8S9 


230,91 


4242,92 


73,6 


5416,96 


398 688,256 


8,5790 


4,1908 


231,22 


4254.47 


73,7 


5431,69 


400 315,553 


8,5819 


4,1927 


231,54 


4266,01 


73,8 


5416,44 


401 947,272 


8,5907 


4,1946 


231,85 


4277,63 


73,9 


5461,21 


403 583,419 


8,5965 


4,1964 


232,16 


4289,22 


74,0 


5470,00 


405 224,n00 


8,6023 


4,1983 


232,48 


4300,81 


74,1 


5490,81 


406 869,021 


8,6081 


4.2002 


232,79 


4312,47 


74,2 


5505,64 


408 518,468 


8,6139 


4,2021 


233,11 


4324,12 


74,3 


5520,49 


410 172,407 


8,6!97 


4,2040 


233,42 


4335,78 


74,4 


5535,36 


411 830,734 


8,6255 


4,2059 


213,73 


4347,46 


74,5 


5550,25 


413 493,625 


8,6313 


4,2078 


234,05 


4359,16 


74,6 


5565,16 


415 160,936 


8,6371 


4,2097 


234,36 


4370^7 


74,7 


5580,09 


416 832,723 


8,6429 


4,2 J 15 


234 68 


4382,69 


74,8 


5595,04 


418 508,992 


8,6487 


4,2134 


234,99 


4394,M 


74,9 , 
?5,0 


56i0,01 


420 189,749 








l 4406,08 


5625,00 


421 876,000 
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75,0 

75,1 
75,2 
75,3 
75,4 

75,5 
75,6 
75,7 
75,8 
75,9 

76,0 

76,1 
76,2 
76,3 
76,4 

76,5 
76,6 
76,7 
76,8 
76,9 

77,0 

77,1 
77,2 
77,3 
77,4 

77,5 
77,6 
77,7 
77,8 
77,9 

78,0 

78,1 

78,2 

78,3 

78,4 

78,5 
78,6 
78,7 
78,8 
78,9 

79,0 

79,1 
79,2 
79,3 
79,4 

79,5 
79,6 
79,7 
79,8 
79,9 



5625,00 
5640,01 
5655,04 
5670,09 
5685,15 

5700,25 
5715,36 
5730,49 
5745,64 
5760,81 

5776,00 
5791,21 
5806,44 
5821,69 
5836,90 

5852,25 
5867,56 
5882,89 
5898,24 
5913,61 

5929,00 
5944,41 
5959,84 
5975,29 
5990,76 

6006,25 
6021,76 
6037,29 
6052,84 
6068,41 

6084,00 
6099,61 
6115,24 
6130,89 
6146,56 

6162,25 
6177,96 
6193,69 
6209,44 
6225,21 

6241,00 
6256,81 
6272,64 
6288,49 
6304,36 

6320,25 
6336,16 
6352,09 
6368,04 
6384,01 , 

'6400,00 I 



421875,000 
423 564,751 

425 259,008 

426 957,777 
428 661,064 

430 368,875 

432 081,216 

433 798,093 
435 519,012 

437 245,479 

438 976,000 
440 711,081 
442 450,728 

444 194,947 

445 943,744 

447 697,125 
449 455,096 

451 217,663 

452 984,832 
454 756,509 

456 533,000 
458 314,011 
460 099,648 
461889,917 
463 684,824 

465 484,375 
467 288,576 

469 097,433 

470 910,952 
472 729,139 

474 552,000 
476 379,541 
478 211,768 

480 048,687 

481 890,304 

483 736,625 
485 587,656 
487 443,403 
489 303,872 
49 1 169,069 

493 039,000 

494 913,671 
496 793,088 
498 677,257 
50U 566,184 

502 459,875 
504 358,336 
506 261,573 
508169,592 
510 082,399 

512 000,000 



8,6603 
8,6660 
8,6718 
8,6776 
8,6833 

8,6891 
8,6948 
8,7006 
8,7063 
8,7121 

8,7178 
8,7235 
8,7293 
8,7350 
8,7407 

8,7464 
8,7521 
8,7579 
8,7636 
8,7693 

8,7750 
8,7807 
8,7864 
8,7920 
8,7977 

8,8034 
8,8091 
8,8148 
8,8204 
8,8261 

8,8318 
8,8374 
8,8431 
8,8487 
8,8544 

8,8600 
8,8657 
8,8713 
8,8769 
8,8826 

8,8882 
8,8938 
8,8994 
8,9051 
8,9107 

8,9163 
8,9219 
8,9275 
8,9331 
8,9387 

8,9443 



4,2 i72 
4,2190 
4,2209 
4,2228 
4,2246 

4,2265 
4,2284 
4,2302 
4,2321 
4,2340 

4,2358 
4,2377 
4,2395 
4,2414 
4,2432 

4,2451 
4,2469 
4,2488 
4,2506 
4,2525 

4,2543 
4,2562 

4,2580 
4,2598 
4,2617 

4,2635 
4,2653 
4,2672 
4,2690 
4,2708 

4,2727 
4,2745 
4,2763 
4,2781 
4,2799 

4,2818 
4,2836 
4,2854 
4,2872 
4,2890 

4,2908 
4,2927 
4,2945 
4,2963 
4,2981 

4,2999 
4,3017 
4,3035 
4,3053 
4,^07 \ 



235,62 
235,93 
236,25 
236,56 
23S,88 

237,19 
237,50 
237,82 
238,13 
238,45 

238,76 
239,08 
239,39 
230,70 
240,02 

240,33 
240,65 
240,96 
241,27 
241,59 

241,90 
242,22 
242,53 
242,85 
243,16 

243,47 
243,79 
244,10 
244,42 
244,73 

245,04 
245,36 
245,67 
245,99 
246,30 

246,62 
246,93 
247,24 
247,56 

247,87 

248,19 
248,50 
248,81 
249,13 
249,44 

249,76 
250,07 
250,38 
250,70 



4417,86 
4429,65 
4441,46 
4453,28 
4465,11 

4476,97 
4488,83 
4500,72 
4512,62 
4524,53 

4536,46 
4548,41 
4560,37 
4572,34 
4584,34 

4596,35 
4608,37 
4620,41 
4632,47 
4644,54 

4656,63 
4668,73 
4680,85 
4692,98 
4705,13 

4717,30 
4729,48 
4741,68 
4753,89 
4766,12 

4778,36 
4790,62 
4802,90 
4815,19 
4827,50 

4H39,82 
4852,16 
4864,51 
4876,88 
4889,27 

4901,67 
4914,09 
4926,52 
4938,97 
4951,43 

4963,91 
4976,41 
4988,92 
5001,45 
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7226,00 


614 125,000 


9,2I9fi 


4,3968 


267,04 


5674.50 


65.1 


7242,01 


616 295,051 


9,2250 


4,3986 


267,35 


5687,86 


8S,2 


7259,04 


618 470,208 


9.2304 


4.4003 


267,66 


5701,24 


8B.3 


7276,09 


620 650,477 


9,2358 


4,4020 


267,98 


5714,63 


85,4 


7293,16 


622835,864 


9,2412 


4,4037 


268,29 


5728,03 


86,B 


7310,25 


625 026,375 


9,246S 


4.4054 


268,61 


5741,46 


86,6 


7327,36 


627 222,016 


9,2520 


4,4072 


26S,92 


5754,90 


85,7 


7344,49 


629 422,793 


9,2574 


4,4089 


269,23 


5768,35 


85,8 


7361,64 


631 628,712 


9,262H 


4,4106 


269.55 


5781,82 


85,9 


7378,81 


633 839.779 


9,2682 


4,4123 


269,86 


5795,30 


8G,0 


7396,00 


636 056,000 


9,2736 


4,4140 


270.18 


5808.80 


86,1 


7413,21 


638 277,381 


9,2790 


4,4157 


270,49 


5822,32 


86,2 


7430,44 


GiO 503,928 


9,2844 


4,4174 


270.81 


5835,85 


86,3 


7447,69 


642 735,647 


9,2898 


4,4191 


271,12 


5849,40 


86,4 


7464,96 


644 ^73,^44 


9,2952 


4.4208 


271,43 


5863,97 


86,5 


7482,25 


647 214,625 


9,3005 


4,4225 


271,75 


5876,55 


86,6 


7499,56 


619 461,896 


9,3059 


4,4242 


272,06 


5890,14 


86,7 


7516,89 


651 714,363 


9,3113 


4,4259 


272,38 


5903,75 


86.8 


7534,24 


653 972,032 


9,3167 


4,4276 


272,69 


5917,38 


86,9 


7551,61 


656 234,909 


9,3220 


4,4293 


273,00 


5931,02 


87,0 


7569,00 


658 503,000 


9,3274 


4,4310 


273,32 


5944,68 


87,1 


75ö6,41 


660776,311 


9,3327 


4.4327 


273,63 


5958,35 


87,2 


7603,84 


663 054,848 


9,3381 


4,4344 


273,95 


5972,04 


87,3 


7621,29 


665 338,617 


9,3434 


4,436t 


274,26 


5985,75 _ 


87,4 


7638,76 


667 6'J7,624 


9,3488 


4.4378 


274,58 


5999,47 ^M 


87,5 


7656,25 


669 921,875 


9,3541 


4,4395 


274,89 


6013,20 ^M 


87,6 


7673,76 


672 221,376 


9,3595 


4,4412 


275,20 


6026,96 ^M 


87,7 


7691,29 


674 526,133 


9,3648 


4,4429 


275.52 


6040,73 ^H 


87,8 


7708,84 


676 836,152 


9,3702 


4,4446 


275,83 


6054,51 ^H 


87,9 


7726,41 


679 151,439 


9.3755 


4,4463 


276,15 


6068,31 ^H 


88,0 


7744,00 


681 473,000 


9,3808 


4,4480 


276,46 


6082,12 ^M 


88,1 


7761,61 


683 797,841 


9,3862 


4,4496 


276,77 


6095,95 ^M 


88,2 


7779,24 


606 128,968 


9,3915 


4,4513 


277,(19 


6109,80 ^H 


38,3 


7796,89 


688 465,387 


9,3963 


4,4530 


277,40 


6123,66 ^H 


88,4 


7814,56 


690 807,104 


9,4021 


4,4547 


277,72 


6137,51 ^H 


88,5 


7832,25 


693 154,125 


9,4074 


4,4564 


278,03 


6151,43 ^H 


88,6 


7849,96 


695 506,456 


9,4128 


4,4530 


278,35 


6165,34 ^H 


88,7 


7867,69 


€97 664,103 


9,418 t 


4.4597 


378,66 


6179,27 ^H 


88,8 


78ö5,44 


700 227,072 


9,4234 


4,4614 


278,97 


6193,21 ^M 


88.9 


7903,21 


702 595,369 


9,4287 


4,4630 


279,39 


6207.17 ^M 


89,0 


7921,00 


704 969,000 


9,4340 


4,4647 


279,60 


6221,14 ^H 


89.1 


7938,81 


707 347,971 


9,4393 


4,4664 


279.92 


6235,13 ^H 


89.2 


7956,64 


709 732,288 


9,4446 


4,4681 


280,23 


6249.13 ^H 


89.3 


7974,49 


712 121,957 


9,4499 


4,4693 


280,54 


6263,15 ^H 


86.4 


7992,36 


714 516,964 


9,4552 


4,4714 


280,86 


6277,18 ^H 


89.5 


8010,25 


716 917,375 


9,4604 


4,4731 


281,17 


6291,24 ^H 


89.6 


8028.16 


719 323,136 


9,4657 


4,4748 


281,49 


6305,30 H 




8046.09 


721 734,273 


9,4710 


4,4764 


281,80 


6319,38 ^M 


89.8 


8064,04 


724 150.792 


9,4763 


4,4781 


282,12 


6333,48 ^M 


89.9 


8082,01 


726 572,699 


9,4816 
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95,0 

95,1 
95,2 
95,3 
95,4 

95,5 
95,6 
95,7 
95,8 
95,9 

96,0 

96,1 
96,2 
96,3 
96,4 

96,5 
96,6 
^6,7 
96,8 
96,9 

97,0 

97,1 
97,2 
97,3 
97,4 

97,5 
97,6 
97,7 
97,8 
97,9 

98,0 

98,1 
98,2 
98,3 
98,4 

98,5 
98,6 
98,7 
98,8 
98,9 

99,0 

99,1 
99,2 
99,3 
99,4 

99,5 
99,6 
99,7 
99,8 
99,9 



9025,00 
9044,01 
9063,04 
9082,09 
9101,16 

9120,25 
9139,36 
9158,49 
9177,64 
9196,81 

9216,00 
9235,21 
9254,44 
9273,69 
9292,96 

9312,25 
9331,56 
9350,89 
9370,24 
9389,61 

9409,00 
9428,41 
9447,84 
9467,29 
9486,76 

9506,25 
9525,76 
9545,29 
9564,84 
9584,41 

9604,00 
9623,61 
9643,24 
9662,89 
9682,56 

9702,25 
9721,96 
9741,69 
9761,44 
9781,21 

9801,00 
9820,81 
9840,64 
9860,49 
9880,36 

9900,25 
9920,16 
9940,09 
9960,04 
9980,01 



loo.olio ooolo \± 



857 375,000 
860 085,351 
862 801,408 
865 523,177 
868 250,664 

870 983,875 
873 722,816 
876 467,493 
879 217,912 
881 974,079 

884 736,000 
887 503,681 
890 277,128 
893 056,347 
895 841,344 

898 632,125 
901 428,696 
904 231,063 
907 039,232 \ 
909 853,209 1 

912 673,000 • 
915 498,611 ' 
918 330,048 
921 167,317 
924 010,424 

926 859,375 
929 714,176 
932 574,833 
935 441,352 
938 313,739 

941 192,000 
944 076,141 
946 966,168 
949 862,087 
952 763,904 

955 671,625 
958 585,256 
961 504,803 
964 430,272 
967 361,669 

970 299,000 
973 242,271 
976 191,488 
979 146,657 
982 107,784 

985 074,875 
988 047,936 
991 026,973 
994 011,992 
997 002,999 

000000,00 



9,7468 
9,7519 
9,7570 
9,7622 
9,7673 

9,7724 
9,7775 
9,7826 
9,7877 
9,7929 

9,7980 
9,8031 
9,8082 
9,8133 
9,8184 

9,8234 
9,8285 
9,8336 
9,8387 
9,8438 

9,8489 
9,8539 
9,8590 
9,8641 
9,8691 

9,8742 
9,8793 
9,8843 
9,8894 
9,8944 

9,8995 
9,9045 
9,9096 
9,9146 
9,9197 

9,9247 
9,9298 
9,9348 
9,9398 
9,9448 

9,9499 
9,9549 
9,9599 
9,9649 
9,9700 

9,9750 
9,9800 
9,9850 
9,9900 
9,99b0 

10,000 



\ 



4,5629 
4,5645 
4,5661 
4,5677 
4,5693 

4,5709 
4,5725 
4,5741 
4,5757 
4,5773 

4,5789 
4,5804 
4,5820 
4,5836 
4,5852 

4,5868 
4,5884 
4,5900 
4,5915 
4,5931 

4,5947 
4,5963 
4,5979 
4,5994 
4,6010 

4,6026 
4,6042 
4,6057 
4,6073 
4,6089 

4,6104 
4,6120 
4,6136 
4.6151 
416167 

4,6183 
4,6198 
4,6214 
4,6229 
4,6245 

4,6261 
4,6276 
4,6292 
4,6307 
4,6323 

4,6338 
4,6354 
4,6369 
4,6385 

4MV^ 



298,45 
298,77 
299,08 
299,39 
299,71 

300,02 
300,34 
300,65 
300,96 
301,28 

301,59 
301,91 
302,22 
302,54 
302,85 

303,16 
303,48 
303,79 
304,11 
304,42 

304,73 
305,05 
305,36 
305,68 
305,99 

306,31 
306,62 
306,93 
307,25 
H07,56 

307,88 
308,19 
308,50 
308,82 
309,13 

309,45 
309,76 
310,08 
310,39 
310,70 

311,02 
311,33 
311,65 
311,96 
312,27 

312,59 
312,90 
313,22 
313,53 



7088,22 
7103,15 
7118,09 
7133,06 
7148,03 

7163,03 
7178,04 
7193,06 
7208,10 
7223,16 

7238,23 
7253,32 
7268,42 
7283,54 
7298,67 

7313,82 
7328,99 
7344,17 
7359,37 
7374,58 

7389,81 
7405,06 
7420,32 
7435,59 
7450,88 

7466,19 
7481,51 
7496,85 
7512,21 
7527,58 

7542,96 
7558,37 
7573,78 
7589,22 
7604,66 - 

7620,13 
7635,61 
7651,11 
7666,62 
7682,14 

7697,69 
7713,25 
7728,82 
7744,41 
7760,02 

7775,64 
7791,28 
7806,93 
7822,60 



3) Tabelle 



der 



Quadrat- und Kubikwurzeln der Zahlen 100 bis 100.0. 



^ 


f 


- 253 - 


1 


^^H 






100- 


-200 




^^^^1 


- 


VT 


Vn 


n 


,nr 


3 


■^Koo 


10,0000 


4.6416 


160 


12,2474 


5,3133~ 


^^w)i 


10,0499 


4,6570 


151 


12,aS82 


5,3251 




10,0995 


4,6723 


152 


12,3288 


5,3368 




10,1489 


4,6875 


153 


12,3693 


5,3485 


^^^Ko4 


10,1980 


4,7027 


154 


12,4097 


5,3601 


^^Ko5 


10,2470 


4,7177 


155 


12,4499 


5,3717 




10,2956 


4,7326 


166 


12,4900 


5,3832 


^■^07 


10,3441 


4,7475 


157 


12,6300 


5,3947 


^VlD8 


]0,39L'3 


4,7622 


158 


12,5698 


5,4061 


^m 109 


10,4403 


4,7769 


159 


n',6095 


5,4175 


^B HO 


10,4881 


4,7914 


leo 


12,6491 


5,4288 


^H 111 


10,5357 


4,8059 


161 


12,6886 


5,4401 


^H 112 


J0,58TO 


4,82U3 


162 


12,7279 


5,4514 


^■'133 


10,6H01 


4,8346 


163 


12,7671 


5,4626 


^H tl4 


10,6771 


4,8488 


164 


12,8062 


5,4737 


^H iiä 


10,7238 


4,8629 


165 


12,8452 


5,4848 


^B 116 


10,7703 


4,8770 


166 


12,8841 


5,4959 


^H ilT 


10,8167 


4,8910 


167 


12,9228 


5,5069 


^B 118 


10,8628 


4,9049 


168 


12,9615 


5,5178 


^■ni9 


10,908? 


4,9187 


169 


13,0000 


5,5283 


^Bl80 


10,9545 


4,9324 


170 


13,0384 


5,5397 


^^B 121 


11,0000 


4,9461 


171 


13,0767 


5,55(fö 


^H 122 


11,0454 


4,9ä97 


172 


13,1149 


5,6613 


^H 123 


11,0905 


4,9732 


173 


13,1529 


5,5721 


^H 134 


11,1355 


4,9866 


174 


13,1909 


5.5828 


^H i:;ö 


11,1803 


5,0000 


175 


13,2288 


5,5934 


^H 126 


11,2250 


5,0133 


176 


13,2665 


5,6041 


^M 127 


11,2694 


5,0265 


177 


13,3041 


5,6147 


^H 128 


11,3137 


5,0397 


178 


13,3417 


5,6252 


^H 129 


11,^578 


5,0528 


179 


13.3791 


5,6357 


^B 130 


11,4018 


5,0658 


180 


13,4164 


5,6462 


^■.131 


11,4455 


6,0788 


181 


13,4536 


5,6567 


^^[132 


11,4891 


5,0916 


182 


13,4907 


5,6671 


^^^13^ 


11,5326 


5,1045 


183 


13,5277 


5.6774 


^■.1134 


11,5758 


5,1172 


184 


13,5647 


5,6877 


^^Kl35 


11,6190 


5,1299 


185 


13,6015 


5,6980 


^^Kl36 


11,6619 


5,1426 


186 


13,6382 


5,7083 


^^■l37 


11,7047 


5,1551 


187 


13,6748 


5,7185 


^^«38 


11,7473 


5,1676 


188 


13,7113 


5,7287 


^Ha3!) 


11,7898 


5,1801 


189 


13,7477 


5,7388 


^^^Kuo 


11,8332 


5,1925 


190 


13,7840 


5,7489 ^_ 


^^K41 


11,8743 


5,2048 


191 


13,8203 


5,7690 ^M 




11,9164 


5,2171 


192 


13,8564 


5,7690 ^M 


^^K43 


11,9503 


5,2293 


193 


13,8924 


5,7790 ^H 


^^^Kl44 


12,0000 


5,2415 


194 


13,9284 


5,7690 ^H 


^^K145 


12,0416 


5,2536 


195 


13,9642 


5,7989 ^H 


^^■1146 


12,0830 


5,2656 


196 


14,0000 


5,8088 ^H 


^^■147 


12,1244 


5,2776 


197 


14,0357 


9,»i:=i6 ^M 


^^■'148 


12,1655 


5,2896 


198 


14,0712 


5,8285 ^H 


^■-149 


12,2066 


5,3015 


m 






^MlSO 


12,2474 


5,3133 


\ 200 



^^^^^^H 


^^^^^f 






"^^mH 


^^^^^H 


^^^p 


- 254 — 






■ 


^^K= 


200- 


-300 






/n 


/¥ 


" 


VT 




14,I4;:1 


"" 5,8480 


2ä0 


15,8114 


6.2996 


^^P 201 


14,1774 


5,8578 


251 


15,8430 


6.3OS0 


^^1 202 


14,2127 


5,8675 


252 


15,8745 


6,3164 


^B- 


14,2478 


5,8771 


253 


15,9060 


6.3247 


^B * 204 


14,2829 


5.886Ö 


254 


15,9374 


6,3330 


1 205 


14,3178 


5,8964 


255 


15,9687 


6.3413 


206 


14,3527 


5,9059 


256 


16,0000 


6.3496 


207 


14,3875 


5,9155 


257 


16,0313 


6,3579 


l 208 


14,4222 


5,9250 


258 


16,0624 


6.3661 


^^L 209 


14,4568 


5,9345 


259 


16,0935 


6.3743 


^^1 eio 


14,4914 


5,9439 


260 


16,1245 


63825 


^^M 211 


14.5258 


5,9533 


261 


16,1555 


6,3907 


^^B 212 


14,5603 


5,9627 


262 


16,1861 


6,398» 


^^H 213 


14,4945 


5,9721 


263 


16,2173 


6,4070 


^H 3U 


14,6287 


5,9814 


264 


16,2481 


6,4151 


^^1 215 


14.6629 


5,9907 


265 


16.2788 


6,4232 


^H 216 


14.6969 


6,0000 


266 


16,30!I5 


6,4312 


^H 217 


14,7308 


6,0092 


267 


16,3401 


6,4393 


^H 21d 


14.7648 


6,0185 


268 


16,3707 


G,4473 


^H 219 


14,7986 


6,0277 


269 


16,4012 


6.4553 


^H S30 


14,8324 


6,0368 


270 


16,4317 


6.4633 


^H 221 


14,8661 


6,0459 


271 


16,4621 


6.4713 


^H 


14,8997 


6,0550 


272 


16,4924 


6,4792 


^H 


I4,9H32 


6,0641 


273 


16.5227 


6,4872 


^H 224 


14,9666 


6,0732 


274 


16,5529 


6,4951 


^H 


15,0000 


6,0522 


275 


16,5831 


6,5030 


^H 226 


15,0333 


6,0912 


276 


16.6132 


6,5108 


^H 227 


15,0665 


6,1002 


277 


16,6433 


6,5187 


^B 228 


15,0997 


6,1091 


278 


16,6733 


6,5365 


^H 229 


15,1327 


6,1180 


279 


16,7033 


6,5343 


^H 230 


15,l(i58 


6,1269 


280 


16,7332 


6,5421 


^H 2^1 


15,1987 


6,!3&S 


281 


16,7631 


6,5499 


^H 232 


15,2315 


6,1446 


38^ 


16,7929 


6,5577 


^H 2:13 


15,2643 


6,1534 


283 


16,8226 


6,5654 


^H 234 


15,2971 


6,1622 


284 


16,8523 


6,5731 


^H 235' 


15,3297 


6,1710 


285 


16,8819 


6,5808 


^H 236 


15,3633 


6,1797 


286 


16,9115 


6,5885 


^^m 


15,3918 


6,1885 


287 


16,9411 


6.5962 


^H 


15,4272 


6,1972 


288 


16,9706 


6,6039 


^H 


15,4596 


6,2058 


289 


17,0000 


6,6116 


^F 240 


15,4919 


6,2145 


SSO 


17,0394 


6,6191 


^^ 241 


15,5242 


6,2231 


291 


17.0587 


6,6267 


242 


15,5563 


6,2317 


292 


17,0880 


6,6343 


243 


15,5885 


6,2403 


293 


17,1172 


6,6419 


1 244 


15,6205 


6,2488 


294 


17,1464 


6,6494 


^^ 245 


15,6525 


6,2573 


295 


17,1756 


6,6569 


^^b 246 


16,6844 


6,265« 


296 


17,2047 


6,6644 


^H 247 


15,7162 


6,2743 


297 


17,2337 


6,6719 


^B 24? 


15,7480 


6,2828 


298 


17,2627 


6,6794 


^^K. S4!) 


15,7797 


f>;an 






6,6869 


mL 


15,8114 


6,29^6 



255 — 



300 - 400 



II 



/n 



3 



n 



VT 



300 


17,3205 


6,6943 . 


350 


18.7083 


301 


17,3494 


6,7018 


351 


18,7350 


302 


17,3781 


6,7092 


352 


18,7617 


303 


17,4069 


6,7166 


353 


18,7883 


304 


17,4356 


6,7240 


354 


18,8149 


305 


17,4642 


6,7313 


355 


18,8414 


306 


17,4929 


6,7387 


356 


18,8680 


307 


17,5214 


6,7460 


357 


18,8944 


308 


17,5499 


6,7533 


358 


18,9209 


309 


17,5784 


6,7606 


359 


18,9473 


310 


17,6068 


6,7679 


360 


18,9737 


311 


17,6H52 


6,7752 


361 


19,0000 


312 


17,6635 


6,7824 


362 


19,0263 


313 


17,6918 


6,7897 


363 


19,0526 


314 


17,7200 


6,7969 


364 


19,0788 


315 


17,7482 


6,8041 


365 


19,1050 


316 


17,7764 


6,8113 


366 


19,1311 


317 


17,8045 


6,8185 


367 


19,1572 


318 


17,8326 


6,8256 


368 


19,1833 


319 


17,8606 


6,8328 


369 


19,2094 


820 


17,8885 


6,8399 


870 


19,2354 


321 


17,9165 


6,8470 


371 


19,2614 


322 


17,9444 


6,8541 


372 


19,2873 


323 


17,9722 


6,8612 


373 


19,3132 


324 


18,0000 


6,8683 


374 


19,3391 


325 


18,0278 


6,8753 


375 


19,3649 


326 


18,0555 


6,8824 


376 


19,3907 


327 


18,0831 


6,8894 


377 


19,4165 


328 


18,1108 


6,8964 


378 


19,4422 


329 


18,1384 


6,9034 


379 


19,4679 


830 


18,1659 


6,9104 


880 


19,4936 


331 


18,1934 


6,9174 


381 


19,5192 


332 


18,2209 


6,9244 


382 


19,5448 


333 


18,2483 


6,9313 


383 


19,5704 


334 


18,2757 


6,9382 


384 


19,5959 


335 


18,3030 


6,9451 


385 


19,6214 


336 


18,3303 


6,9521 


386 


19,6469 


337 


18,3576 


6,9589 


387 


19,6723 


338 


18,3848 


6,9658 


388 


19,6977 


339 


18,4120 


6,9727 


.389 


19,7231 


840 


18,4391 


6,9795 


390 


19,7484 


341 


18,4662 


6,9864 


391 


19,7737 


342 


18,4932 


6,9932 


392 


19,7990 


343 


18,5203 


7,0000 


393 


19,8242 


344 


18,5472 


7,0068 


394 


19,8494 


345 


18,5742 


7,0136 


395 


19,8746 


346 


18,6011 


7,0203 


396 


19,8997 


347 


18,6279 


7,0271 


397 


19,9249 


348 


18,6548 


7,0338 


398 


19,9499 


349 1 
850 1 


J8,68J5 


7,0406 


X m 




18,7083 


7,0473 


\ 400 



3 



7,U473 
7,0540 
7,0607 
7,0674 
7,0740 

7,0807 
7,0873 
7,0940 
7,1006 
7,1072 

7,1138 
7,1204 
7,1269 
7,1335 
7,1400 

7,1466 
7,1531 
7,1596 
7,1661 
7,1726 

7,1791 
7,1855 
7,1920 
7,1984 
7,2048 

7,2112 
7,2177 
7,2240 
7,2304 
7^2368 

7,2432 
7,2495 
7,2558 
7,2622 
7,2685 

7,2748 
7,2811 
7,2874 
7,2936 
7,2999 

7,3061 
7,3124 
7,3186 
7,3248 
7,3310 

7,3372 
7,3434 
7,3496 
7,355a 



■■ 




400- 


i — 
-500 


"n 


■ 


H ° 


V^ 


y-n 


» 


/T 


3 


^B 400 


20,0000 


7,3681 


450 


21,2132 


7.66.^1 


^H 401 


20.0250 


7,3742 


451 


21,2368 


7.6688 


^H 402 


20,0499 


7,3803 


452 


21,2603 


7,6744 


^B 403 


20,0749 


7,3864 


453 


21,2838 


7,6801 


^H 404 


20,0998 


7,3925 


454 


21,3073 


7,6857 


^H 405 


20,1246 


7,3986 


455 


21,330? 


7,6914 


^H 406 


20,1494 


7,4047 


456 


21,3542 


7,6970 


^H 407 


20,1742 , 


7,4108 


457 


21,3776 


7,7U26 


^H 408 


20,1990 


7,4169 


458 


21,4009 


7,7082 


^H 409 


20,2337 


7,4229 


459 


21,4243 


7,7138 


^H 410 


20,2485 


7,4290 


460 


21,4476 


7,7194 


^M 411 


20,2731 


7,4350 


461 


21,4709 


7,7250 


^H 412 


20,2978 


7,4410 


462 


21,4942 


7,7306 


^H 413 


20,3224 


7,4470 


463 


21,5174 


7,7362 


^^1 


20,3470 


7.4530 


464 


21,5407 


7,7418 


^H 415 


20,3715 


7,4590 


465 


21,5639 


7,7473 


^H 416 


20,3961 


7,4650 


466 


21,5870 


7,7529 


^H 417 


20,4206 


7,4710 


467 


21,6102 


7,7584 


^H 418 


20,4450 


7,4770 


468 


21,6333 


7,7639 


^^H 


20,4695 


7,4829 


469 


21,6564 


7,7695 


^H ISO 


20,4939 


7,4889 


470 


21,6795 


7,7750 


^H 421 


20,5183 


7,4948 


471 


21,7025 


7,7805 


^H 


20,5426 


7,5007 


472 


21,7256 


7,7860 


^H 423 


20,5670 


7,5067 


473 


21,7486 


7,7915 


^H 424 


20,5913 


7,5126 


474 


21,7715 


7,7970 


^H 425 


20,6155 


7,5185 


475 


21,7945 


7,8025 


^H 


20,6398 


7,5244 


476 


21,8174 


7,3079 


^H 427 


20,6640 


7,5302 


477 


21,8403 


7,8134 


^H 428 


20,6882 


7,5361 


478 


21,8633 


7,8188 


^H 429 


20,7123 


7,5-120 


479 


21,8861 


7,8243 


^H 4S0 


20,7364 


7,5478 


480 


21,9089 


7,8297 


^H 431 


20,7605 


7,5537 


481 


21,9317 


7,8352 


^H 


20,7846 


7,5595 


482 


21,9545 


7,8406 


^H 433 


20,8087 


7,5654 


483 


21,9773 


7,8460 


^H 434 


20,8327 


7,5712 


484 


22,0000 


7,8514 


^H 435 


20,8567 


7,5770 


485 


22,0227 


7,8568 


^H 436 


20,8806 


7,5828 


480 


22,0454 


7,8622 


^H 


20,9045 


7,5886 


487 


22,0681 


7,8676 


^H 


20,9284 


7,5944 


488 


22,0907 


7,8731) 


^H 439 


20,9523 


7,6001 


489 


22,1133 


7,rt784 


^H 440 


20,9762 


7,6059 


490 


22,1359 


7,8837 


^H 44] 


21,000ü 


7,6117 


491 


22,1585 


7,8891 


^H 


21,0238 


7,6174 


492 


22,1811 


7,8944 


^H 443 


21,0476 


7,6232 


493 


22,2036 


7,8998 


^H 444 


21,0713 


7,6289 


494 


22,2261 


7,903 1 


^H 44ö 


21,0950 


7,6346 


495 


22,2486 


7,9105 


^H 446 


21,1187 


7,6403 


496 


22,2711 


7,9158 


^H 447 


21,1424 


7,6460 


497 


22,2935 


7,9-'ll 


^H '4Jfi 


2 j, 1660 


7,6517 


4^B 


22,3159 


7,9264 


^H ^<f9 


2J,1«96 


7.6574 


\ m, 




^^4S0 


21, 2 J 32 


7,6631 


\ WO 



p 


^^ 


— 257 — 




■H 




w 


500- 


-600 






" 


Vn 


/n 


" 


V" 


'Xl 


3U0 


22,36U7 


7,9370 


650 


23,4521 


8,1932 ^^ 


501 


22,3830 


7,9423 


551 


23,4734 


8,1982 


50'2 


22,4054 


7,9476 


552 


23,4947 


8,2031 


503 


22,4277 


7,9528 


553 


23,5160 


8,2081 


504 


22,4499 


7,9581 


554 


23,5372 


8,2130 


505 


22,4722 


7,9634 


555 


23,5584 


8,2180 


506 


22,4944 


7,9686 


556 - 


23,5797 


8,2229 


507 


93,Bie7 


7,9739 


557 


23,6008 


8,2278 


508 


22,5389 


7,9791 


558 


23,6220 


8,2327 ^ 


509 


22^610 


7,9843 


559 


23,6432 


8,2377 ^M 


filO 


22,5832 


7,9896 


560 


23,6643 


8,2426 ^M 


511 


22,6053 


7,9948 


561 


23,6854 


^m 


1 512 


22,6274 


8,0000 


562 


23,7065 


H 


513 


22,6495 


8,0052 


563 


23,7276 


8,2573 ^H 


1 514 


22,6716 


8,0104 


564 


23,7487 


^H 


1 515 


22,6936 


8,0156 


565 


23,7697 


. 8,2670 ^H 


' 516 


22,7156 


8,0208 


566 


23,7908 


8,2719 ^H 


517 


22,7376 


8,0360 


567 


23,8118 


8,2768 ^m 


1 518 


22,7596 


8,0311 


568 


23,8328 


8,2816 ^M 


1 519 


22,7816 


8,0363 


569 


23,8537 


8,2865 ^M 


620 


22,8035 


8,0415 


570 


23,8747 


8,2913 ^ 


521 


22,8254 


8,0466 


571 


23,8956 


8,2962 


522 


22,8473 


8,0517 


572 


23,9165 


8,3010 


523 


22,S692 


8,0669 


573' 


23,9374 


8,3059 


524 


22,8910 


8,0620 


574 


23,9583 


8,3107 


525 


22,9129 


8,0671 


575 


23,9792 


8,3155 ^ 


52ü 


22,9347 


8,0723 


576 


24,0000 


8,3203 ^H 


527 


22,9565 


8,0774 


577 


24,0208 


6,3251 ^m 


528 


22,9783 


8,0825 


578 


24,0416 


8,3300 ^M 


529 


23,0000 


8,0876 


579 


24,0624 


8,3348 


530 


23,0217 


8,0927 


580 


24,0832 


8,3396 


531 


23,0434 


8,0978 


58t 


24,1039 


8,3443 


532 


23,0651 


8,1028 


582 


24,1247 


8,3491 


533 


23,0868 


8,1079 


583 


24,1454 


^■f^^ 


534 


23,1084 


8,1130 


584 


24,1661 


8,3587 


535 


23,1301 


8,1180 


585 


24,1868 


8,3634 


536 


23,1517 


8,1231 


586 


24,2074 


8,3682 


537 


23,1733 


8,1281 


587 


24,2281 


8,3730 _^m 


53S 


23,1918 


8,1332 


583 


24,2487 


8,3777 ^H 


539 


23,2164 


8,1382 


589 


24,2693 


8,3825 ^H 


540 


23,2379 


8,1433 


&90 


24,2899 


8,3872 ^H 


541 


23,2594 


8,1483 


591 


24,3105 


8,3919 


542 


23,2809 


8,1533 


592 


24,3311 


8,3967 


543 


23,3024 


8,1583 


593 


24,3516 


8,4014 


5i4 


23,3238 


8,1633 


594 


24,372 i 


8,4061 


545 


23,3452 


8,1683 


595 


24,3926 


8,4108 


546 


23,3666 


8,1733 


596 


24,4131 


8,4155 


547 


23,3880 


8,1783 


597 


24,4336 


8,4202 


548 


23,4094 


8,1833 


598 


24,4540 


8,4249 


549 


23,4307 


8,1882 


599 
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23,4521 


8,1932 


600 


IfB/B»» 


t n. atoii«. a 


Jjj^— 


^^ 




^^1 

















W' 


~ 25S — 


^ 


■ 




t- 


iidO- 


-700 


1 






..- 


/IT 


1 n 


|/-H- 






24/i»m 


M**3 


«50 


25.4951 


8,6624 


^ mt 


24,5153 


8,43ao 


651 


25,5U7 


8,8668 


^H eo2 


24,f.367 


8X37 


K2 


Ä,5343 


8,6713 


^H 603 


24^56) 


8,4484 


tö3 


25,5539 


8,6757 


^H 604 


24,5T64 


8,4530 


654 


25^734 


8,6801 


^H 605 


24.5967 


8,4577 


655 


25,5930 


8.6815 


^H eoe 


24,6171 


8,4623 


656 


25,6125 


8,6890 


^■, eo7 


24,6374 


8,4670 


657 


25,6320 


8,6934 


^H, eos 


24,6577 


8,4716 


658 


25,6515 


8,6978 


^H 609 


24,6779 


8,4763 


659 


25,6710 


8,7022 


^H öio 


24,6982 


8,4809 


«60 


25,6905 


8,7066 


^H 611 


24,7184 


8,4856 


661 


25,7099 


8,7110 


^H 612 


24,73S6 


8,4802 


662 


25.7294 


8,7154 


^H 613 


24.7588 


8,4948 


663 


25.7488 


8,7198 


^H 614 


24,7790 


8,4994 


664 


25,7682 


8.T241 


^H 615 


24,7992 


8,5040 


665 


25,7876 


8,7285 


^H 616 


24,81 9d 


8,5086 


666 


25,8070 


8,7329 


^H 617 


24.8:i95 


8,5132 


667 


25,8263 


8,7373 


^H 


2i,Sfm 


8,5178 


668 


25,8457 


8,7416 


^H 


24,8797 


8,5224 




25,8650 


8,7460 


^B «so 


24,8998 


8,5270 


670 


25.8844 


8,7503 


^H 631 


24,9199 


3,5316 


671 


25,9037 


8,7547 


^H 622 


24,9399 


8,5362 


672 


25,9230 


8,7590 


^H 


24,9600 


8(5408 


673 


25,9422 


8,7634 


^H 624 


24,3800 


8,5453 


674 


25,9615 


8,7677 


^H 


26,0000 


8,5499 


675 


25.9808 


8,7721 ' 


^B 63G 


2S,0200 


8,5544 


676 


26.0000 


8,7764 


^H 627 


2fi,0400 


8,5590 


677 


26,0192 


8,7807 , 


^H 628 


26,0599 


8,5635 


678 


26,0384 


8.7850 ■ 


^H 


25,0799 


8,5681 


679 


26,0576 


8,7893 


^B «80 


25,0998 


8,5726 


680 


26,0768 


8,7937 


^B 


25,1197 


8,5772 


681 


26,0960 


8.7980 


^B 


25,1396 


8,5817 


682 


26,1151 


8.8023 


^B 


25,1595 


8.5862 


683 


26,1343 


8,8066 


^B es4 


25,1794 


8,5907 


684 


26,1534 


8,8109 


^B S3& 


25,1992 


8.5952 


6S5 


26,1725 


8.8152 


^B ^36 


25,2190 


8.5997 


686 


26,1916 


8,« 194 


^B ^37 


25,2389 


8.6043 


687 


26,2107 


8,8237 


^B «sa 


25,2!>87 


8,608a 


688 


26,2298 


8,8280 


^B 639 


25,2784 


8,6132 


689 


26,2488 


8,8323 


^fl «40 


2bfim 


8,6177 


6flO 


26,2679 


8,8366 


^B B41 


25,3180 


8,6222 


69! 


26,2869 


8,8408 


^B 


25,3377 


8,6267 


692 


26,3059 


8,8451 


^B «-t3 


25,3574 


8.6312 


693 


26.3249 


8,8493 


^B «44 


25,3772 


8.6357 


694 


26.3439 


8,8536 


^B 64& 


25,39G9 


8.640 1 


695 


26,3629 


8,8576 


^B ti^s 


25,4165 


8,6446 


696 


26,3818 


8,8621 


^B 647 


25,4362 


8,6-190 


697 


26,4008 


8,8ti63 


^B ^i^ 


25,455ö 


8,6535 


698 


26,4197 


8.8706 


^B fi^tf 


26,4755 


8,6579 






8,8749 
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25,4951 


6,6624 
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700 
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Yn 
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f n 1 


700 

701 
702 
703 
704 


26,4575 
26,4764 
26,4953 
26,5141 
26,5330 


8,8790 
8,8833 
8,8875 
8,8917 
8,8959 


750 

751 
752 
753 
754 


27,3861 
27,404^ 
27,4226 
27,4408 
27,4591 


9,0856 ^1 
9,0896 ^M 
9,0937 ^H 
9,0977 ^M 
9,1017 H 


705 
706 
707 
708 
709 


26,5518 
26,5707 
26,5895 
26,6083 
26,6271 


8,900 t 
8,9043 
8,9085 
8,9127 
8,9169 


755 
756 
757 
758 
759 


27,4773 
27,4955 
27,5136 
27,5318 
27,5500 


9,1057 ■ 
9,1098 ■ 
9,1133 ■ 
9,1178 ■ 
9,1218 ^1 


710 
711 
712 

713 
714 


26,6458 
26,6646 
26,6833 
26,7021 
26,7208 


8,9211 
8,9253 
8,9295 
8,9337 
8,9378 


7«0 

761 
762 
763 
764 


27,5681 
27,5862 
27,6043 
27,6225 
27,6405 


9,1256 H 
9,1298 V 
9,1338 ^ 
9,1378 
9,1418 


715 

716 
717 
718 
719 


26,7395 
26,7582 
26,7769 
26,7955 
26,8142 


8,9420 
8,9162 
6,9503 
8,95^5 
8,9587 


765 
766 
767 
766 
769 


27,6586 
27.6767 
27,6948 
27,7128 
27,7308 


9,1458 
9,1493 
9,1537 
9,1577 
9,1617 


720 

721 
722 
723 
724 


26,8328 
26,8514 
26,8701 
26,8887 
26,9072 


8,9628 
8,9670 
8,9711 
8,9752 
8,9?94 


770 

771 
772 
773 
774 


27,7489 
27,7669 
27,7849 
27,8029 
27,8209 


9,1657 
9,1696 
9,1736 
9,1775 
9,1^5 
9,1855 
9,1694 
9,1933 
9,1973 
9,2012 


725 
726 

727 
728 
729 


26,9258 
26,9444 
26,9629 
26,9815 
27,0000 


8,9835 
8,9876 
8,9918 
8,9959 
9,0000 


775 
776 
777 
778 
779 


27,8388 
27,8568 
27,8747 
27,8927 
27,9106 


780 

731 
732 
733 
734 


27,0185 
27,0370 
27,0555 
27,0740 
27,0924 


9,0041 
9,0083 
9,0123 
9,0164 
9,0205 


780 

781 
782 
783 
784 


27,9285 
27,9464 
27,9643 
27,9821 
28,0000 


9,2052 
9,2091 
9,2130 
9,2170 
9,2209 


735 
736 
737 
738 
739 


27,1109 
27,1293 
27,1477 
27,1662 
27,1816 


9,0246 
9,0287 
9,0328 
9,0369 
9,0410 


785 
786 
787 
788 
789 


28,0179 
28,0357 
28,0535 
28,0713 
28,0891 


9,2248 
9,2287 
9,2326 
9,2365 
9,3404 


740 
741 
742 
743 
744 


27,2029 
27,2213 
27,2397 
27,2580 
27,2764 


9,0150 
9,0491 
9,0532 
9,0572 
9,0613 


700 

791 
792 
793 
794 


28,1069 
28,1247 
28,1425 
28,1603 
28,1780 


9,2443 
9,2482 
9,2521 
9,2560 
9,2599 


745 
746 
"747 
748 
749 


27,2947 
27,3130 
27,3313 
27,3496 
27,3679 


9,0654 
9,0694 
9,0735 
9,0775 
9,0816 


795 
796 
797 
798 

»Oft 


28,1957 
28,2135 
28,2312 
28,2489 


9,2638 
9,2677 
9,2716 
9,2764 


750 1 


27,3861 


9,0656 
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800- 
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v^ 
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» 


1/T 


h 


^H 


28,2843 


9,2832 


86Ö~ 


29,1548 


9.4727 


^H 601 


28,3019 


9.2870 


851 


29,1719 


9,4764 


^H 802 


28,3196 


9,2909 


852 


29.1890 


9,4801 


^H 603 


28,3373 


9,2948 


853 


29,2062 


9,4838 


^m 604 


28,3549 


9,2968 


854 


29,2233 


9,4875 


^B 605 


28,3725 


9,3025 


855 


29,2404 


9,4912 


^H 606 


28,3901 


9,3063 


856 


29,2575 


9,4949 


^H 607 


28,4077 


9,3102 


857 


29,2746 


9,4986 


^H SOS 


28,4253 


9,3140 


858 


29,2916 


9,5023 


^H 


28,4429 


9,3179 


859 


29,3087 


9,5060 


^m 810 


28,4605 


9,3217 


860 


29.3258 


9,5097 


^H Sil 


28,4781 


9,3255 


861 


29,3428 


9.5134 


^H 812 


28,49fJ6 


9,3294 


862 


39,3598 


9,5171 


^B 813 


28,5132 


9,3332 


863 


29,3769 


9.5207 


^B 814 


28,5307 


9,3370 


864 


39,3939 


9.5244 


^H 815 


28,5482 


9,3408 


865 


29,4109 


9,5281 


^H 616 


28,5657 


9,3447 


866 


29,4279 


9,5317 


^B 817 


28.5832 


9,3485 


867 


29,4449 


9,5354 


^H 618 


28,6007 


9,3523 


868 


29,4618 


9,5391 


^H 819 


28,B182 


9,3561 


869 


29,4788 


9,54:'7 


^H 820 


26,6356 


9,3599 


870 


29,4958 


9,5461 


^B 821 


28,6531 


9,3637 


871 


29,5137 


9,5501 


^B 822 


28,6705 


9,3675 


872 


29,5296 


9,5537 


^B 633 


28,6880 


9,3713 


873 


29,5466 


9,5574 


^B 824 


28,7054 


9,3751 


674 


29,5635 


9,5610 


^B 825 


26,7238 


9,3789 


875 


29,5804 


9,5647 


^B S2S 


28,7402 


9,3827 


676 


29,5973 


9,5683 


^B 327 


28,7576 


9,3865 


877 


29,6143 


9.5719 


^B 


28,7750 


9,3902 


876 


29,6311 


9,5756 


^B 629 


28,7924 


9,3940 


879 


29,6479 


9,5792 


^B 8S0 


28,8097 


9,3978 


880 


29,6648 


9.5828 


^B 331 


28,8271 


9,4016 


881 


29,6816 


9,5865 


^B ^^ 


28,8444 


9,4053 


«83 


29.6985 


9,5901 


^H 633 


28,6617 


9,4091 


8S3 


29,7153 


9,5937 


^B 834 


28,8791 


9,4129 


684 


29,7321 


9,5973 


^1 835 


28,8964 


9,4166 


865 


29,7489 


9,6010 


^B S36 


28,9137 


9,4204 


88Ü 


29,7658 


9,6046 


^B 837 


28,9310 


9,4241 


887 


29,7825 


9,6082 


^B 338 


28.9482 


9,4279 


888 


29,7993 


9.6H8 


^B 839 


28,9655 


9,4316 




29,0161 


9,6154 


^B 840 


28,9828 


9,4354 


800 


29,6329 


9,6190 


^B 841 


29,00IX) 


9,4391 


891 


39,8496 


9,6326 


^B ^'i 


29,0172 


9,4429 


692 


29,8664 


9,U263 


^B 843 


29,0345 


9,4466 


893 


29,8831 


9,6293 


^B 844 


29,0517 


9,4503 


894 


29,8998 


9.6334 


^B 845 


29,0889 


9,4541 


895 


29,9166 


9,6370 


^B 346 


29,0861 


9,4578 


896 


29,9333 


9,6106 


^B 847 


29,1033 


9,461b 


897 


39,9500 


9,6443 


^B 848 


29,1204 


9,4652 


898 


39.9666 


9.6477 


^B 849 


29,1376 


9,4690 






1 9,6513 


^B 850 1 


29,1948 


9,4727 
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900- 
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Vn' 


900 


an,0(K)u 


9,6519 


950 


30,8221 


9.8305 


901 


30,0167 


9,6585 


951 


30,8363 


9.8339 


903 


30,0333 


9,6620 


953 


30,8545 


9,8374 


903 


30,0500 


9,6656 


953 


30,8707 


9,8408 


904 


30,0666 


9,6692 


954 


30,6869 


9,8143 


905 


30,0832 


9.6727 


955 


30,9031 


9,8477 


906 


30,0998 


9,6761 


956 


30,9192 


9,851 1 


907 


30,1164 


9.6799 


957 


.30,9354 


9,8546 


908 


30,1330 


9,6034 


958 


30,9516 


9,8580 


909 


30,1496 


9,6870 


959 


30,9677 


9,8614 


910 


30,1662 


9.6905 


»80 


30,9839 


9,8648 


911 


30,1828 


9,6941 


961 


31,0000 


9,8683 


912 


30,1993 


9,6976 


962 


31,0161 


9,8717 


fll3 


30,2159 


9,7012 


963 


31,0322 


9,8751 


SU 


30,2324 


9,7017 


964 


31,0483 


9,8785 


915 


30,2490 


9,7082 


965 


31,0644 


9,8819 


916 


30,2655 


9,7118 


966 


31,0805 


9,8854 


917 


30,2820 


9,7153 


967 


31,0966 


9.8888 


918 


30,2985 


9,7188 


968 


31,1127 


9,8922 


919 


30,3150 


9,7234 


969 


31,1288 


9,8956 


«80 


30,3315 


9,7259 


»70 


31,1448 


9,8990 1 


931 


30,3480 


9,7294 


971 


31,1609 


9,9024 


■ 922 


30,3645 


9,7339 


972 


31,1769 


9,9058 


923 


30,3809 


9,7364 


973 


31,1929 


9.9092 


924 


30,3974 


9,7400 


974 


31,2090 


9,9126 


925 


30,4138 


9,7445 


975 


31,2250 


9,9160 


926 


30,4302 


9,7470 


976 


31,2410 


9,9194 


927 


30,4467 


9,7505 


977 


31,2570 


9,9227 


928 


30,4631 


9,7510 


978 


31,2730 


9.9261 


939 


30,4795 


9,7575 


979 


31,2890 


9,9395 


980 


30,4959 


9,7610 


»80 


31,3050 


9,9329 


1931 


30,5123 


9,7645 


981 


31,3209 


9,9J63 


932 


30,5287 


9,7680 


982 


31,3369 


9,9396 


933 


30,5450 


9,7715 


983 


31,3528 


9,9130 


934 


30,5614 


9,7750 


984 


31,3688 


9,9464 


935 


30,5778 


9.7785 


985 


31,3847 


9,9497 


936 


30,5941 


9,7819 


986 


31,4006 


9,9531 


,937 


;tO,6105 


9,7854 


987 


31,4166 


9.9565 


S38 


30,6268 


9,7889 


988 


31,4325 


9,9598 


939 


30,6431 


9,7924 




31,4484 


9,9632 


»10 


30,6594 


9,7959 


»90 


31,1643 


9,9666 


941 


30,6757 


9.7993 


991 


31,4802 


9,9699 


942 


30,6920 


9,8028 


992 


31,4960 


9.9733 


943 


30,7083 


9,8063 


993 


.31,5119 


9,9766 


»14 


30,7246 


9,8097 


994 


31,5278 


9,9800 


9tö 


30,7409 


9,8132 


995 


31,5436 


9,9833 


946 


30,7571 


9,8167 


996 


31,5595 


9,9866 


947 


30,7734 


9,8201 


997 


31,5753 


9,9900 


948 


30,7896 


9.8236 


998 


31,5911 


9,9933 


»49 


30,8058 


9,8270 


999 
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30,8221 


9,8303 
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Mafs- wnd Gewichts-Tabelle. 

1 = 10 Decimeter (dem) = 100 Centimeter Ccm) = 1000 Hilli- 

10 Meter = 1 Dekumeter (likni) oder I Ketle (im FeldmeaBergebrenoh 

ist die Kette — '2 Dekameter — 21} m). 
1000 Meter = 100 dkm = 1 Kilometer (kmj. 
7500 Meter — 1 deutsche Meile ^ 7,!> km. 
1 Quadratmeter (qm) ~ lOitnO Quadratcentimeter fqcm). 
1 Quadratceatimeter = 100 (^adratmillimeter (qmm). 
100 Quadratmeter = i Ar (a). 
10000 Qnadratmeter = 100 Ar -- ! Hektar (ha). 
1 Kubikmeter (cim) = 1000 Kubikdecimeter (cdcm) oder Liter (1). 

— lOOOOOil Kubikcentimeter (ceoij. 
1 ccm — 1000 Kubikmillimeter (cmm). 
100 Liter ^ 1 Hektoliter (hlj. 
50 Liter — l Scheffel, 
1 Kilogramm fkg) ^ dem Gewichte einea Liters destillierten Wasaera 

bei + 4" C. I 

1 Kilogramm = 1000 üramm (g> = 3 Pfand. 
1 Decigramm (dcg) — '/lo S- 

1 Milligramm (mg) =; \''inon g. ' 

10 Gramm = 1 Dekagramm (dkg) == ! Senlot, 
500 Gramm ~ '/< kg — I Pfand. 
50 Kilogramm = ICW Pfund ^ 1 Centner. 
1000 Kilogramm ^ 2000 Pfund = 1 Tonne — 20 Ceutner. 

Tabelle der spec Gewichte einiger Körper. 




rlag der PolyttthoMen Bicbliamllnng A. Seydel ia Berlin. 

in suveifer verbesserter und vermehrter Auflage ist erschiene» 
i wird allen atreisamen, jüngeren Männern, die eich dem 
lH€iachinenbau widmen ■wollen, aowie Teehnikem, Werlefährem 
Knd Monteuren, die in der Anfertigwig der Constwctions- Zeich- 
nungen nicht genügende Kenntnis haben, bestens empfohlen : 

Die Anfertigims der Zeiclinniigen 

für 

Maschinenfabriken. 



Anweisung, 
technische Zeichnungen für das Constructiansbureau 

und für die 

Werkstätten der Maschinenfabriken 

zweukmäasig, sachgtmäaB und den Änlorderungen der Prnxie 
eataprechend herzustelieii , zu vervielfältigen, zu behandeln, aus- 
zustatten und zu regifltrieren. 



Mit erläuternden Figuren und Farbendruck-Tafeln. 

Hach in der PraxU sciamnielltB Erlalirungen zuHinincngettellt und für 
technische Biireaux und Lehranatallen bearbeitet 

«Toh. Franz AVeyde, 

aimta-Mlisuliinen-Qen'BilifBohale so KlisollEQ in VogiKn 
und 

A. "Weicliert, 



n-Gtae1l3c> 



mit ]R Texltigur 



1 Teil färb. Tafeln. 



1892. Preii cart. 3 M. 

n Vorwort dea Buches möge nur das angeführt werden: 



Eingegangene Beurtheilnngen 

über die eratö Auflage dea Buches: 

Die Apferllpii 1er ZelckuDgeo ßr HascIiiDeDrabrikeD 

Veyde und Weiokert. 

^Wollen Sie freundlichst meinen Dank annehmen für das mir I 
Desandte Buch, welchem ich meine Yersicherung hinzufüge, dass ioh dia | 
Buch Buf's Wärmste empfehlen kanu. 

Die m deutlichster Kürze vorEelragenen Lehren sind nicht Schill- 
meinungen, sondern lang bewährte Erfahrungen der Praxis u. s. w." 
Darmstadt, E. Brauer, Professor 

2, Oktober 1889. an der grosaherzogl. technisch. Hochschule, 

„Beehre mich, Ihnen mein ürtheil darüber dahingehend auszusprechen, 
dass ich von dem ganzen Inhalte dosseihen, sowie von der aehr zweck- 
mäsaigen Uebersichtlichkeit der Behandlung des Gegenstandes 
vollkommen befriedigt bin u. s, w. 

Indem ich schon im Interesse der dadurch geförderten Sache eine 
rasche Verbreitung des Buches in Fachkreisen wünsche u. s. w." 

Reichenberir i Böhm ^"'^' '"** ^^c'*»''» 

,o Q „, L„_'iuQn *' Fachvoratand der meehan.-techn. Äbtheil. 

» 16. S.pl.n,b.r 1889. ^^ ^ ^ Sta.t,-8e«rbe.»bul,. 



„Soweit ich bei dem DnrchBeben des Baches erkennen konntp, haben' 

die Verfasser allen dem Maschinenzeichner vorkommenden Fragen Rechnung 

«tragen ; ich persönlich stimme mit den angegebenen Eegeln betreffe 

der Ausführung von Maschinenzeiebnungen völlig überein u. s. w." 

Charlottenbarg, K. Hartmaiin, Ingenieur and Docent. 

12. Mai 1889. a, d. tedhn. Hochschule Berlin -Charlottenburg. 

glch werde das Buch gerne weiter empfehlen," 
Aonh^n in Mi.; iiwti Kgl. Reg-Baumatr. B. Salomon, 

ABonen, lu. juai iwa, profpggor an der technischen Hocbsc hole. 

„Ich halte das Buch für entschieden nützlich und voll geeignet, 
die anzustrebende einheitliche, durch Einfachheit, Klarheit und Raschhsit 
der Ausführung ausgezeichnete Darstellungsmetbode von Mascbinen- 
xeiohnnngen zu fördern.* Heinrich Oollner jr., 

Prag, 10, Mai 1889. Professor am deutschen Polytechnikum. 

1 recht brauchbares und nutaliches Buch • 

„ a T«,.! iHBo I" Kiiglmayr, Ingenieur u. k. k. Professor 

n, ö. Juni löOJ. ^^ ^jgj. j^ y. gtaata-GewerhesohuIe. 

allen Fachschulen die Zeioh- 
Q Art fiusgeführt würden u. s. w," 

"'. Kehber, Ingenieur und Lehrer 
am Technikum. 




